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EXERCICE 1.

Le but de cet exercice est de montrer que si v est une fonction de classe

C™ dans un ouvert 2 C C et si T est une distribution satisfaisant 1’équation
or
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ou 'on a identifié v avec la distribution associée a la fonction v, alors T est

une distribution associée a une fonction u de classe C*° dans ().

On rappelle que 'opérateur % est par définition l'opérateur
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et que la distribution F associée a la fonction z — — vérifie
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Soit © un ouvert de C, T' € D'(2) et v € C*°(Q) tels que

dp-

oT
5 = v dans Q.
Soit Q' un sous-ensemble ouvert de Q tel que @ C Q. Soit ¢ € D(Q) telle
que ¢ = 1 dans un voisinage de V.
1. Montrez que
0
—(T) = T’
55 (#T) = wv+
ouT' € £'(Q) et supp 17" C C\ 0.
2. Montrez que si 1 € D(Q2) est telle que 1) = 1 dans un voisinage de supp
v, alors

0 o 11
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o T" € £'(Q) et supp T" C C\ .
3. En conclure que
T = Ex (¢v) + ExT".

4. Soit 6. € D(B(0,¢)) tel que § = 1 dans B(0,5). Montrez qu’on peut
choisir € €]0, 1] tel que

supp((0-E) *T") N Q' = 0.
5. En écrivant que F = (1 —0.)FE+0.F, montrez que dans ', on a 1’égalité
T=FEx(@v)+((1-0.)E)«T".

En déduire que T est associée & une fonction C* dans Q. Conclure.

EXERCICE 2.

En utilisant la méthode des caractéristiques, résoudre dans R? I’équation
aux dérivées partielles
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sachant que u(z,0) = 2.

Méme question sans utiliser la méthode des caractéristiques, mais en
passant cette fois-ci en coordonnées polaires.

EXERCICE 3.

Soit U un ouvert borné de R”. On note OU le bord de U. On se donne
un opérateur différentiel linéaire L qui agit sur les fonctions u de classe C?
dans U et a valeurs réelles grace a la formule

B Z @ij(2) 8x18x] Z bil c%z
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ou les fonctions a;; et b; sont continues dans U. Dans tout le probleme,
L est un opérateur elliptique uniforme c’est-a-dire que la matrice A(x) =
(@i j(x))i<ij<n est symétrique et qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

VoeeU, VEER”, Z a; ()€€ > cl|€])”
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3

ou ||.|| désigne la norme euclidienne dans R™ associée au produit scalaire usuel

(6, ¢) =230 4¢8
On rappelle que si u € C?(U), Vu(zx) désigne le gradient de u en x,
c’est-a-dire que c’est le vecteur de coordonnées

Vu(z) = (%(w),...,%(w))

et la matrice Hessienne de Hu(z) de u en x € U est la matrice symétrique

d*u
Hu(z) = <3m¢3$j (m)>1gmén.

1. Soit u € C*(U)N C(U). Montrez que

sup u et infu
U U

existent.

2. On suppose de plus qu’il existe xg € U avec
u(xg) = supu.
U
Montrez que Vu(zg) = 0 et que la matrice Hessienne Hu(z) est néga-
tive, c’est-a-dire que pour tout £ € R",

(Hu(z0)€,€) < 0.
3. On rappelle qu’il existe une matrice P orthogonale telle que
PA(CL’Q)tP = Diag(/\l, ey /\n>

ou A(x) désigne la matrice (a;;(xo)) tP désigne la transposée

1<i,5<n?
de P et Diag(\,..., \,) est la matrice diagonale dont les éléments dia-
gonaux sont 0 < A\; < Ay < --- < \,. En faisant le changement de

variable
y=x0+ P(x — xg)

et en notant v(y) = u(zo + tP(y — 1)), montrez que

Z a; j(xo) 8 6.90] Z)\kGQ (x0).

1,7=1

4. Soit u € C*(U) N C(U). Déduire des questions précédentes que Lu < 0
dans U implique que supgu = supyy u.

5. Soit u € C*(U) N C(U). Montrez que Lu < 0 dans U implique que
supg u = supyy u. On pourra considérer pour € > 0 et pour un A > 0
bien choisi

u.(z) = u(z) + e



