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Exercice 1.

On considère l’espace R2 identifié à C et on considère l’opérateur de
Cauchy-Riemann défini pour z = x + iy ≡ (x, y) ∈ R

2 par

∂

∂z̄
=

1

2

(

∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

.

Pour tout k ∈ N∗, on pose

fk(x, y) =















1

x + iy
=

1

z
pour |z| ≥

1

k

k(x − iy) = k2z̄ pour |z| ≤
1

k

1. Montrer que pour tout k ∈ N∗, la fonction fk définit un élément de
D′(R2).

2. Calculer la limite de fk dans D′(R2) lorsque k tend vers +∞.
3. Pour tout k ∈ N∗, calculer ∂fk

∂z̄
dans D′(R2).

4. Calculer la limite de ∂fk

∂z̄
dans D′(R2) lorsque k tend vers +∞.

5. Déduire des questions précédentes que l’on a ∂
∂z̄

(

1
πz

)

= δ0 dans D′(R2).

Exercice 2.

En utilisant la méthode des caractéristiques, résoudre dans R
2 l’équation

aux dérivées partielles

x
∂u

∂x
−
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y +
2

5
x

)

∂u

∂y
= 0

sachant que u(x, 0) = x2.
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Exercice 3.

Soit U un ouvert borné de Rn. On note ∂U le bord de U . On se donne
un opérateur différentiel linéaire L qui agit sur les fonctions u de classe C2

dans U et à valeurs réelles grâce à la formule

Lu = −
n

∑

i,j=1

ai,j(x)
∂u

∂xi∂xj
+

n
∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi
.

où les fonctions ai,j et bi sont continues dans U . Dans tout le problème,
L est un opérateur elliptique uniforme c’est-à-dire que la matrice A(x) =
(ai,j(x))1≤i,j≤n est symétrique et qu’il existe une constante c > 0 telle que

∀x ∈ U, ∀ξ ∈ R
n,

n
∑

i,j=1

ai,j(x)ξiξj ≥ c‖ξ‖2

où ‖.‖ désigne la norme euclidienne dans Rn associée au produit scalaire usuel
〈ξ, ξ′〉 =

∑n
i=1 ξiξ

′
i.

On rappelle que si u ∈ C2(U), ∇u(x) désigne le gradient de u en x,
c’est-à-dire que c’est le vecteur de coordonnées

∇u(x) =

(

∂u

∂x1
(x), . . . ,

∂u

∂xn
(x)

)

.

On admet que si Lu ≤ 0 dans U , alors

max
U

u = max
∂U

u.

1. Soit u ∈ C2(U)∩C1(U). On suppose que Lu ≤ 0 et qu’il existe un point
x0 ∈ ∂U tel que u(x0) > u(x) pour tout x ∈ U . On suppose de plus
qu’il existe un point a ∈ U et r > 0 tel que la boule ouverte B(a, r) de
centre a et de rayon r soit incluse dans Ω et telle que x0 ∈ ∂B(a, r).

a. On note ~n(x0) le vecteur normal extérieur unitaire à la boule B(a, r)
au point x0. Montrez que

〈

∇u(x0), ~n(x0)
〉

≥ 0.

On peut supposer sans perdre en généralité que le centre a de la boule

est le point 0, ce que nous ferons dans la suite de l’exercice.
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b. Pour x ∈ B(0, r), on pose, pour λ > 0 que l’on fixera plus tard

v(x) = e−λ‖x‖2

− e−λr2

, x ∈ B(0, r)

Montrez que

L(v) ≤ e−λ‖x‖2

(−4cλ2‖x‖2 + 2λ tr A + 2λ‖b‖‖x‖)

où A est la matrice (ai,j(x)), tr désigne la trace, et b est le vecteur
(b1(x), . . . , bn(x)). En déduire qu’il existe λ > 0 tel que

∀x ∈ B(0, r) \ B(0, r/2), L(v) ≤ 0.

c. Montrez qu’il existe ε > 0 tel que

∀x ∈ ∂B(0, r/2), u(x0) ≥ u(x) + εv(x).

Montrez qu’on a de plus

∀x ∈ ∂B(0, r), u(x0) ≥ u(x) + εv(x).

d. On note C = B(0, r)\B(0, r/2). Montrez que L(u+εv−u(x0)) ≤ 0
dans C, que u + εv − u(x0) ≤ 0 sur ∂C. En déduire que u + εv −
u(x0) ≤ 0 dans C.

e. Montrez que
〈

∇u(x0) + ε∇v(x0), ~n(x0)
〉

≥ 0.

et que
〈

∇u(x0), ~n(x0)
〉

> 0.

2. On se propose de montrer que si u ∈ C2(U)∩C1(U) où U est un ouvert
connexe borné de Rn et si u atteint son maximum dans U en un point
de U , alors u est constante dans U . Pour cela, on pose M = maxU u
et W = {x ∈ U, u(x) = M}. Supposons W 6= U et posons V = {x ∈
U, u(x) < M}.

a. Montrez qu’il existe y ∈ V tel que d(y, W ) < d(y, ∂U).

b. On considère la boule B de centre y et de rayon d(y, ∂V ). Montrez
qu’il existe x0 ∈ W avec x0 ∈ ∂B. Conclure.


