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Intégration

1. Intégrales définies.

Subdivision. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. On appelle subdivision de
Uintervalle [a,b] toute suite finie strictement croissante o = (x;)o<i<pn telle que g = a et
T, =b.

On appelle pas de la subdivision o le nombre

d(o) = max (zjt1 — ;).
1=0,....,n—1

Fonction en escalier. Soit f : [a,b] — C. On dit que f est en escalier s'il existe une
subdivision o = (x;)o<i<n de [a,b] telle que f soit constante sur |z;_1,z;[ pour tout i €
{1,...,n}. Une telle subdivision o est dite alors bien adaptée a f.

Intégrale d’une fonction en escalier. Si f : [a,b] — C est une fonction en escalier,
0 = (z;)o<i<n une subdivision bien adaptée a f, ¢; € C pour i € {1,...,n} tels que f = ¢

sur |z;_1, z;[. La valeur
n

I(o, f) = Z(% — Ti-1)¢
i=1
b
est indépendante de la subdivision o bien adaptée a f. On la note / flx)dx et on Pappelle

a
intégrale de f entre a et b.

On a de plus
b
[t

Fonctions continues par morceaux. Soit f : [a,b] — C. On dit que f est continue par
morceauz s'il existe une subdivision o = (x;)o<i<n de [a,b] telle que la restriction de f sur
|xi—1, ;] se prolonge en une fonction continue sur [z;_1,z;] pour tout ¢ € {1,...,n}.

< (b= a)llflloc ot [[flloc = sup [f(2)]

x€la,b]

Les fonctions continues par morceaux sont limites uniformes de fonctions en
escalier. Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux. Alors il existe une suite
de fonctions en escalier (fy)n sur [a,b] qui converge uniformément vers f.
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Intégrales des fonctions continues continues par morceaux. Il découle de l’énoncé

précédent que la suite
b
a

est une suite de Cauchy et que sa limite est indépendante de la suite (f,) approximant f.
Cette limite est appelée l'intégrale entre a et b de f.
On vérifie facilement que 'intégrale d’une fonction positive ou nulle est positive ou nulle

n

Exercice 1.1. Soient a,b € R tels que a < b et soit f : [a,b] — RT
continue. On suppose qu’il existe x € [a, b] tel que f(x) > 0. Montrez que

/a Ky > 0.

Indication. Soit xy € [a, b] tel que f(zy) > 0. Par continuité de f, il existe
un intervalle I de [a,b] contenant z( sur lequel on a f(z) > 1 f(zy). En

f (o)
2

> 0.

b
déduire que / flx)dx > £(1)

Exercice 1.2. Soit f : [a,b] — C une fonction continue. Montrez que

/ @)

et que l'on a égalité si et seulement s’il existe § € R et ¢ : [a,b] — RT

< / | @)lde

b
continue tels que f(z) = ¢(z)e”. Indication. Si / f(x)dz = 0, c’est clair.

/a b f(z)dx

Sinon, poser v =

b b
// f(x)dz et montrez que Im / g(z)dx =

0 avec g = f.

Primitive d’une fonction continue. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors f
admet une primitive (i.e. une fonction de classe C! sur [a, b] telle que, pour tout = € [a, b],

F'(x) = f(z)) et que b
/ F@)dz = F(b) — Fla).

T
Remarque. Les primitives de f ne sont pas toutes de la forme / f(t)dt. Par exemple,
a

7 + arctan x est une primitive de 1/(1 + 22) sur R qui n’est pas de cette forme.
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Remarque. Une fonction continue par morceaux n’admet pas en général de primitive. Par
exemple, la fonction définie sur [0, 1] et qui vaut 0 sur [0,1/2[ et 1 sur [1/2,1]. En effet, si une
fonction est dérivable, la dérivée possede la propriété des valeurs intermédiaires (cf. [Gol, p.
76-77).

Exercice 1.3. Lemme de Gronwall [CM] p. 127. Soit f: Rt — R
continue telle qu’il existe £ > 0 tel que, pour tout = > 0,

f@ <k [ s
0
Montrer que f est la fonction nulle.
Indication.  L’astuce est classique : poser F(x) = / f(t)dt.
0
Alors (F(z)e )" < 0.

@ Intégration par parties. Soit f : [a,b] — C de classe C'. Alors

b
fb) = fla)= [ f(x)da.

@ Soit aussi g : [a,b] — C de classe C'. Alors

b b
[ 1@ @i = f@g) - [ 1@

@ Changement de variables. Soit ¢ : [a,b] — R une application de classe Cl et f: I C R —
C une application continue telle que ¢([a,b]) C I (ou I est un intervalle de R). Alors

b w(b)
/ ot (B)dt = / F(u)du
a (,o(a)

@ Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral. Soit f : [a,0] — C de classe C".
Alors

—a n—1 b _ p\n—1
1O = @)+ - @f @)+ G0 f 0@+ [ i ar

Exercice 1.4. Lemme de Riemann-Lebesgue. [(D: 1, 2, 35, 47)]
On se propose de montrer que, si f : [a,b] — C est continue par morceaux,
alors

b
lim / f(z)e™dx = 0.

n—-+0o
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. Montrer le résultat si f est C! (intégrer par parties.)
. Montrer le résultat si f est en escalier.

. En déduire le résultat pour f continue par morceaux.
2

. Une application : la preuve la plus élémentaire du fait que ((2) = % ([FJ],
p. 123) Montrez qu’il existe a et [ réels tels que, pour tout n € N,

1 s
— = / (at + Bt?) cosnt dt.
n 0

En déduire la valeur de ((2).

Exercice 1.5. [Go], p.128. Soit f : [a,b] — C continue. Montrez que

b 1/n
(/ |f(t)|"dt) converge vers || f||oo-
¢ b 1/n
Indication. 11 est clair que (/ ]f(t)\”dt) < (b — a)""||f|ls. Dans

lautre sens, écrire qu'il existe ¢ € [a,b] tel que |f(c)| = ||f]|~ et dire que
pour tout ¢, il existe un intervalle contenant c sur lequel |f(¢)| > || f|lco — €.

Exercice 1.6. Intégrales de Wallis. (1656) [Go], p.127. On pose

3
I, = / sin” zdx. Montrez que pour tout n € N, nl,, = (n — 1)I,,_».
0

Indication. Ecrire que, pour n > 2, on a

g
I, =1,_9— / sin" 2 2 cos® z dx
0

sin” 'z

est une primitive de
n—1

et intégrer par parties en utilisant le fait que

sin" 2 x cos .
7
Montrez que (I,,) décroit, que nl,I, 1 est constant et que I, ~ o
n

Exercice 1.7. Irrationalité de = [FGN1]| p.22 [(D: 23, 35, 47)]
(Pour aller beaucoup plus loin, voir [Go2], p.99). Supposons m = 25?
avec p,q € N*. Soit

fn(x):% "(p—qx)" et In:/o fn(z)sinz dx.

Montrer que pour tout n, I, > 0, I, tend vers 0 quand n — +o0.
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Montrer que pour tout k € N, fék)(O) € 7 et fék)(g) € Z (Remarquer que
En intégrant par parties, montrer que I, € Z et en déduire une contradic-
tion.

Remarque. la preuve originelle de Lambert (1767) utilisait les fractions
continues. La preuve présentée ici, qui est la preuve la plus simple de
'irrationalité de 7, a été donnée en 1947 par Niven ([Ni]). Cette technique
a été inventée par Hermite en 1873 pour prouver la transcendance de e

2. Sommes de Riemann

P Sommes de Riemann. Soient f : [a,b] — C et (z;)o<i<n une subdivision de [a,b]. On
appelle somme de Riemann associée a f relativement a cette subdivision toute somme

S(f7 g, f) = Z(l‘l - mi—l)f(gi)a
i=1
ou, pour tout i € {1,...,n}, & € [ri—1,xi] et & = (& )1<i<n-

@ Théoreme. Si f : [a,b] — C est continue par morceauz, les sommes de Riemann associées
a f convergent quand le pas de la subdivision tend vers 0 vers lintégrale de f sur [a,b].

@ Remarque. En particulier, pour une fonction f : [a,b] — C continue par morceauz, la suite

b—a b—
a E f(a+—ak>
n n
k=1

b
converge vers/ f(x)dz.
a

Exercice 2.1. Sommes de Riemann. Convergence et calcul de la limite

des suites :
n

y ([Col, p. 124)

k:1n+k

n

n 1 ¢ k - 1
— — tan — t G .19
kz:;anLkz’ n;ann’ kz:;annJrk (1G], p-19)
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Indication. Pour la derniere, on pourra utiliser le fait que
3

2
tana:?a: + % + 1—5335 +o(2%) = 2 + O(2?).

n

1 km 1 [ "
EZkQ sin 7, 5 <H(n—|—k))

k=1 k=1

Exercice 2.2 Estimation de ’erreur quand f est C'.
Montrez que, pour toute fonction f : [0,1] — R de classe C1, (c¢f. [Gol,
p.132-133)

[ rwa=3320 (5) + - s o)

Indication. Poser F(z) = / f(t)dt, écrire que
0

[ron=2 (e (57) -+ (2))

k=0
k k+1 kE+1 k 1 k
et qu’il existe 8, ,, € [—, + ]telqueF( + )—F (_):_f (_)_|_
n n n n n n
]‘ /
— ' (Orn).

Exercice 2.3. Intégrale de Poisson ([Go], p.181.) Pour p € R\
{—1,1}, calculez en utilisant les sommes de Riemann

I(p) = / In(1 — 2pcosf + p?)do.
0

1 - k
Indication. Ecrire que I(p) = lir+n —1In (H(l — 2pcos =g p2)> et fac-
n—+o00 1 n
k=0

toriser 22 — 2z cosf + 1.
Autre méthode ([ADT], p. 225). Montrez que I(p) est bien définie pour
p € R\ {—1,1}. Montrer que I(p) ~ 2wlnp en +oco et que limyI = 0.

Montrer que I est une fonction paire de p et que, pour tout p € R\{—1, 1},
I(p?) = 2I(p). En déduire la valeur de I(p) en tout p € R\ {—1,1}.
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3. Calcul des primitives.

Rappels des techniques de calcul des primitives.

@ Fraction rationnelle : décomposer en éléments simples.

z+1

Exemple : primitives de m

@ Polynéme en cosz et sinz : on pose u=sinx ou u = cosx ou alors on linéarise.

4 4

3 z et de cos* z.

Exemples : primitives de cos® x sin

@ Fraction rationnelle de cosx et sinz. Reégle de  Bioche  : 51

R(sinx,cosx)dx est inchangé en changeant x en w — x, poser t = sinx ; si c’est inchangé

en changeant x en —x, poser t = cosx ; si c’est inchangé en changeant x en ™ + x, poser

t = tanx. Si la régle de Bioche ne donne rien, poser t = tan(x/2), le calcul se rameéne a
2t 1—+t* 2dt

1+’ 1+t2)1+t2'

celui de la primitive de R(

e sin® 1 1
Exemples : primitives de 5 et .
1+ cos®x sinx CcosS T

| Fraction rationnelle en €*. On pose u = e*.

Exemples : primitives de .
ples : p i

@ Cas particulier des fractions rationnelles en ch x, sh z et th z. Appliquer la régle de Bioche
bis : remplacer formellement ch x par cosx, sh x par sinxz et th x par tanx. Revenir alors
aux fonctions hyperboliques classiques en faisant la transformation inverse. Si la régle de
Bioche bis ne donne rien, poser t = th (z/2), le calcul se raméne a celui de la primitive de

2 1+t2) 2dt
1—#271—¢271—¢2"

R(

_ ar+b axr+b
Fracti t Il t”\/ : :”U .
@ Fraction rationnelle en x e wrd’ on pose u o d

1
Exemple : primitive de —————.
L 143V +1
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D

b b b
Fraction rationnelle en x et "4/ ar + Y. ar+0 ; on pose u = "4/ ar + avec
cx +d cx+d cr+d

n = ppem(ni, ..., ny).

1

Exemple : primitive de

D

Intégrales abéliennes, ie. les primitives de R(x,vax? +bx +c) ot R est rationnelle. On
se raméne a des intégrales contenant v a? — x2 oua? + x2. Dans le premier cas, on pose
u=acosx, dans le second, w = ash x. Voir d’autres astuces dans [Go], p.140.

1 1
\/a;2—|—x+1’ c+vVri+z+1

Exemples : primitives de

D

Cas des fonctions dont la dérivée est une fraction rationnelle ou appartient a l'un des types
étudiés précédemment : on intégre par parties.

72

o . z+1 .
Exemples : primitives de arc tan x, In x, arc sin x, arc tan , arc sin x.
T+3 V1 — a2

4. Révisions sur les intégrales généralisées.

Définition des intégrales convergentes. Soient I un intervalle de R de la forme [a, b[ out
b est un nombre réel ou +oo, et f : I — C continue par morceaux sur tout segment fermé
borné inclus dans I. On dit que Uintégrale de f sur [a,b[ est convergente si et seulement si

T b
la limite quand x — b de / f(t)dt existe. On note / f(t)dt cette limite. Sinon, on dit que
a a

cette intégrale est divergente.

Le cas ou I est de la forme |a, b] avec a € R ou a = —oo est analogue.

Soient enfin I un intervalle de R de la forme |a, b[, ot a est un nombre réel ou —oo et b est
un nombre réel ou +o0o, et f: I — C continue par morceaux sur tout segment fermé bornée
inclus dans I. On dit que l'intégrale de f sur Ja, b[ est convergente s’il existe un point ¢ €|a, b]
tel que les intégrales de f sur Ja, c| et sur [c, b] soient convergentes. Alors, pour tout point ¢
de Ja, b|, les intégrales de f sur Ja,c| et sur [¢, b sont convergentes, et

/acf(t)d”/cbf(t)dt:/adf(t)dt+/dbf(t)dt.

b
La valeur commune des deux membres se note / f(t)dt.
a
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@ Critére de Riemann. Soit a € R.

@]
/ — converge si et seulement si a > 1.
1 T

/ — converge si et seulement si o < 1.

P Reégle de comparaison. Soient f,g : [a,b[— RT continues par morceaux sur tout segment
fermé borné inclus dans [a, b].

b b
1. Si f = O(g) au voisinage de b et si / g(z)dx converge, alors / f(z)dx converge.
a a

b

2. Si f ~ g au voisinage de b, / g(x)dz converge si et seulement si f(x)dx converge.
a

@ Critére de Bertrand. Soient «, 5 € R.

o

d

/ - converge si et seulement si (¢ >1oua=1et > 1))
5 x%Inz|?

/2 4
/0 —ma’ lrsfx\ﬁ converge si et seulement si (o« <1ou (a=1et > 1)).

>, Intégrales absolument convergentes. Soit f : [a, b[—> C continue par morceaux. On dit

que / f(z)dx converge absolument si et seulement si / | f(x)|dx converge.

Une intégrale absolument convergente est convergente. (deux preuves de cela : une utilisant
le critere de Cauchy et I'autre utilisant le fait que si u est une fonction a valeurs réelles,
0 < |u| —u < 2|ul).

On dit qu’une intégrale est semi-convergente si elle est convergente et n’est pas absolument
convergente.

@ Regle d’Abel. Soient f : [a,b]— Ry de classe C! et g : [a,b[— C continue sur [a, b] telle
que f soit décroissante et tend vers 0 en b, et il existe M > 0 tel que, pour tout = € [a, b],

' ()dt‘<M

Alors / f(t)g(t)dt converge.

Remarque. La regle d’Abel est encore vraie si f est seulement continue, mais la preuve de
ce résultat nécessite 1'utilisation de la seconde formule de la moyenne (voir [Go], p. 149).

Exercice 4.0. Contre-exemples. Soit f : [0,00[— R continue par
morceaux.

1. Est-ce que lim,, f = 0 implique la convergence de / flx)dx ?
0
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o)
2. Est-ce que la convergence de / f(x)dx implique lim o, f =07
0

3. Est-ce que le résultat de la régle de comparaison est vrai si f : [a,b[— RT
et g:[a,b[—+ CouR? Etsi f:[a,b]> CouRetg:[a,b— R, ?

Exercice 4.1. Est-ce que 'intégrale

0o -
Sin x
dx
0 xr

est convergente ? absolument convergente ? semi-convergente ?

Exercice 4.2. Exemples d’application des techniques précédentes
pour déterminer la convergence d’intégrales généralisées.

1. Critere de Riemann ou de Bertrand :

00 1 t 2 1 00 dt 1
L. / (n2) dt 2. / |Int|*dt 3. / 4. / z*Inzx dz
0 t 0 1 (Int)” 0

2. Théoreme de Comparaison :

> Int *“thzx >
: : — : A -
5 /1 o dt 6 /0 " dx 7 /0 rc tg(e )dx

o dx o *® x dx
8. 9. e TACET I 10. /
/1 (Inz)vz? +1 /0 o shzx

1 1 1 1
11. / xsin(—)dx 12. / sin(—)dzx
0 0

i Wi

3. Changement de variable
13. / e Veidr
0
4. Utilisation des développements limités

> 1 "chx —
14./ In(cos —)dx 15./ A
2 0

x x

™

1 1
t* —1 dt
16. dt 17. —
/0 Int /0 Vv1—to
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5. Utilisation de la regle d’Abel

18./ ST e 19./ T e 20./ ¢ dz
1 x . x@ s xlnx

0 (12 00 2 0
1
21. / S 22./ °F T i 23./ tan(—)sinx dx
0 1 1

rlnax oo €T

2 2

(sin” z et cos® x s’expriment en fonction de cos 2x).

6. Changement de variable et Regle d’Abel

R | 1
24. / e dx 25. / — sin(—)dz
0 0 X X

7. Plusieurs intégrations par parties

> sinu

26. /OOO f(t)dt avec f(t) :/t " du

8. Minoration par une série divergente

00 00 Li1.2
27. / e ST gy 28./ o xdx
0 0 mlnx

00 2 00
29./ cosa:r;dx 30. / | sin z|"dz
1 0

i

Indications : 27. Regarder la fonction a intégrer sur les intervalles [57/4 +
2nm, Tm /44 2nw] ; 28 et 29. Regarder les intervalles [7/4 +nm, 37 /44 nr.
30. Penser aux intégrales de Wallis.

Exercice 4.3. ([Go], p.155). Soit f : [0,400[— R une fonction con-

f(t)

o0
tinue telle que l'intégrale / Tdt converge. Soient deux nombres réels
1

* flat) — f(bt)
0 t
converge et calculer sa valeur. En déduire la valeur de I'intégrale

1 u® — U,b
du
0 Inu

dt

strictement positifs a et b. Montrer que l'intégrale
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pour a,b > —1.

Exercice 4.4. ([Ra], p.194). Soit f une fonction continue sur R
adorglettant les limites ¢ en +oo et ¢ en —oo. Existence et calcul de

/ (fla+ 1) — f(z))de.

Exercice 4.5. Intégrale d’Euler ([Go], p.175). Montrez que les

intégrales
5 3
/ In cos xdx et / In sin zdx
0 0

convergent et qu’elles sont égales. En les additionnant, et en faisant un
changement de variable, calculer leur valeur.

Exercice 4.6. ([Go], p.154).

1
a. Soit f :]0,1[— R une fonction croissante telle que l'intégrale / f(t)dt
0

converge. Montrer que

R k 1
S (4) = [ o

Attention ! La fonction n’est pas nécessairement intégrable au sens de
Riemann. Utiliser la croissance de la fonction sur les intervalles [k/n, (k +
1)/n] pour k € {1,...,n —2}.

b. Exemple : calculer

lim

n—1
1
E L ([Ra], p.60)
n——+00 — vn?2 — k2

c. Application. Montrer que, pour tout o > 0, on a

n na

E R lorsque n — +o0.
o

k=1
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Exercice 4.7.

Intégrales, suites de fonctions intégrables.

([Go], p. 154).

a. Soit f : [0, +00[— R une fonction décroissante telle que I'intégrale / f(t)dt
0

converge et est non nulle. Pour tout £ > 0, prouver la convergence de

oo

> f(nt)

n=1

et donner un équivalent de cette derniere expression lorsque t — 0-+.

b. Application. Donner un équivalent , lorsque z — 1—, de la série entiere

2?21 "

Exercice 4.8.

Soit a € R et

Intégration des relations de comparaison.

g une fonction positive sur [a,+o0o][. Montrez qu'on a les

résultats suivants au voisinage de +o00 :

f—i—oo
a

f=olg) = [f=0([]9)

g =+oo f=0@) = [[f=0([9)
frg = [T~

(f=olg) = ["f=0([""9)

<t Cr=0) = [f=0(f"y)
. f~g9g = [T f~[Tg

Quelques applications : Montrez que, au voisinage de 400 :

In(1+ x) 1 “In(1+1¢)
TR (= i SN . .
. 0 <\/§> et que /1 . o(+v/)
2’ —x+1 T2 41
—_— ~ — t ——dt ~ 1 :
200 +1 2z oAU /1 2% + 1 by
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5. Théorémes de convergence et intégrales a parame-
tres dans le cadre de l’intégrale de Riemann.

Le théoréeme fondamental est le suivant :

Théoréme. Soit a < b deux réels et (f,) une suite de fonctions de classe C' par morceauz
qui converge uniformément sur [a,b] vers la fonction f de classe C' par morceauz. Alors

b b
i / fu(t)dt = / f(t)dt.

Il découle de ce théoréme les trois théorémes suivants :

Théoréme de continuité sous le signe somme pour un intervalle compact.
Soient a < b deux réels, (E,d) un espace métrique, et f : [a,b] x E — C.
Si

- f est continue sur [a,b] x E,

alors

b
- Papplication F(x) = / f(t,z)dt est continue sur E.
a

Théoreme de dérivation sous le signe somme pour un intervalle compact.
Si I est un intervalle de R et si f : [a,b] X I — C est telle que

- == existe et est continue sur [a,b] x I,

Ox

alors

b
- lapplication F'(z) = / f(t,x)dt est de classe C' sur I et
a

b
F'(z) = %(t,x)dt.

Théoréme d’holomorphie sous le signe somme pour un intervalle compact.
Si U est un ouvert de C et si f : [a,b] x U — C est continue et telle que
- z — f(t, z) est holomorphe,

alors

b
- Papplication F(z) = / f(t, z)dt est holomorphe sur U et, pour tout n € N,
a

b an
F(”)(z):/ %(t,z)dt.
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Exercice 5.0. Contre-exemples
. Soit (f,) la suite de fonctions de R* dans R définie par f,(z) = 2+ si

n
z € [n? —n,n*+n] et f,(x) =0 sinon. Montrer que la suite (f,,) converge

uniformément vers 0. A-t’on

. Soit (f,) : [0,1] — RT définie par f,(z) =nz"!six € [0,1]et f,(1) =0.
Montrer que la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur

[0,1]. A-t’on

lim /01 fa(t)dt =07

n—-+00

Conclusion.

t—1
nt

1
Exercice 5.1. Autre méthode pour le calcul de / dt.
0

1
Considérer F(z) = / 0 t*dt et étudier F' (domaine de définition, con-
0 n

tinuité, dérivabilité, etc...).

Exercice 5.2. Autre méthode pour le calcul de l’intégrale de
Gauss ([Go], p.163 et [Ra], p. 121 ). On pose

T , 1 e—(t2—|—1)ac2
F(x) = W d = ———dt.
() /0 e " du G(x) /0 R

Montrez que la fonction G est dérivable sur R. Calculer G’'(x) et en déduire
une expression de G(z) en fonction de F(x). En déduire la valeur de

/ et dt.
0
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6. Révisions sur la mesure de Lebesgue dans R.

Définition. La mesure extérieure de tout intervalle I (ouvert, fermé ou semi-ouvert) et ayant
pour extrémités a < b est le nombre réel positif b — a. On le note m* (1)

On étend la mesure extérieure a tous les ouverts de R de la maniére suivante :

Proposition et définition. Tout ouvert de R est réunion dénombrable disjointe d’inter-
valles ouverts Jay, by pour n € N. Cette écriture est unique. La mesure extérieure d’un tel

ouvert sera alors
o¢]

Z(bn - an)-

n=0

Définition. Soit A C R borné. La mesure extérieure de A est
m*(A) = inf{m*(U), U ouvert et A C U}.

Si A C [a,b], la mesure intérieure de A est my(A4) = (b —a) — m*([a,b] \ A). Si maintenant
A est non borné, les mesures extérieure et intérieure de A sont

m*(A) = lim m"(AN[-n,n]) et m,(A) = lim m.(AN[-n,n])

On dit que A est mesurable si et seulement si m.(A4) = m*(A). On note m(A) la valeur
commune. m(A) est la mesure de Lebesgue de A.

L’ensemble des mesurables forme une tribu (¢f. ci apres) et la mesure de Lebesgue est une
mesure (cf. ci-apres).

Définition. Soit © un ensemble et A € P(€2). On note A° = Q\ A. Soit T C P(€2). On dit
que T est une tribu si

(1) QeT
(2) VAeP(), AcT=>A€T

(3)  Y(A,), € PN, D A, €T.
n=0

On dit alors que (2,7) est un espace mesurable et que tous les éléments de T sont les
ensembles mesurables.
On appelle mesure positive sur (€2, 7T ) toute fonction p: 7 — [0, +00] telle que

(2) V(An)n € P(QN, deux & deux disjoints,

H (U An) = ZN(AH)-
n=0 n=0




17 Intégrales, suites de fonctions intégrables.

On dit alors que (£2, 7T, i) est un espace mesuré. Si pu(£2) < +o00, on dit que p est une mesure

finie.
Si Q=U,2yAn ot pu(A,) < oo, on dit que p est o—finie.

Mesure de Lebesgue sur [a,b]. On prend Q = [a,b]. T est la tribu M|, des sous-
ensembles mesurables de [a, b] pour la mesure de Lebesgue m. ([a, b}, M|, 4, m) est un espace
mesuré, et m est une mesure finie.

Mesure de Lebesgue sur R. On prend 2 = R. 7 est la tribu Mg des sous-ensembles
mesurables de R pour la mesure de Lebesgue m.(R, Mg, m) est un espace mesuré, et m est
une mesure o—finie.

Mesure de Dirac en un point. Soit 2 un ensemble muni de la tribu 7 = P(2). Sia € ,
on définit la mesure de Dirac en a par 0,(A) =1sia € A€ T et par 0,(A) =0siag A T.

Mesure de comptage sur N. On prend 2 = N. T est la tribu P(N) et g est la mesure de
comptage, ¢’est-a-dire que pg(A) est égal au cardinal de A, pour tout A € P(N). (N, P(N), 1q)
est un espace mesuré, et uy est une mesure o—finie.

Caractérisation des ensembles mesurables au sens de Lebesgue. On appelle tribu
borélienne de R ou tribu des boréliens la plus petite tribu contenant les ouverts de R.

On dit qu'un ensemble A C de R est négligeable si et seulement si, pour tout ¢, il existe une
suite d’intervalles dont la réunion contient A et dont la somme des longueurs est plus petite
que €.

Les ensembles mesurables dans R au sens de Lebesgue sont exactement les ensembles qui
sont la réunion d’un borélien et d’un ensemble négligeable.

Fonctions mesurables.

Définition. Soient (Q,7) et (2, 7") deux espaces mesurables et f: Q — Q'. On dit que f
est (T,T')—mesurable (ou plus simplement mesurable) si et seulement si,

VA e P(Y), AeT =fl4)eT.

Proposition. Soit f,, :  — R une suite de fonctions mesurables qui converge simplement
vers une fonction f : Q — R. Alors f est mesurable.

Théoréme de la convergence monotone ou théoréme de Beppo-Levi. Soit (f;), une
suite de fonctions mesurables sur (€2, 1) et a valeurs dans R.

On suppose que :

- La suite (f), est croissante presque partout & partir d’un certain rang.
Alors :

-f= gr+n fn existe presque partout et définit une fonction mesurable & valeurs dans R U
n o

{+oo}
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et

lim /fndu:/fdu.

Corollaire. Si (uy), est une suite de fonctions mesurables sur (£2, ) et a valeurs dans R.
On suppose que :

- il existe un rang a partir duquel u, > 0 presque partout.

Alors
| dpu = ndt.
[(Ze) =5 fyman

n=0

Exercice 6.1. ([Gr], p.141, [LS] p.185) Convergence et calcul de

1 1 1
Int Int Int
/‘ 1o / 2 gt /'E—mu—¢ut
01—t o 1—¢2 ot

Indication. Développer en série entiere.

Exercice 6.2. Approximation ultra-hyper-classique de ’exponen-
tielle.
. Montrer que pour tout ¢ € [0, 1],

—t
L <m(1-t) < —t
[ =hi-n<

. On pose, pour n € Net t € R"

fult) = <1 - %)

pour t € [0,n], et f,(t) = 0 sit > n. Montrez que la suite de fonctions

(fn) est une suite de fonctions croissante qui converge vers t € RT — e .

Exercice 6.3. Intégrale de Gauss (a partir de [Go], p.163).

. Montrez que
v £2\" o,
lim (1 — —) dt = / e Udt
n—-+0o0 0 n 0

. En posant t = \/ncosu et en utilisant les intégrales de Wallis, montrez

que
o
/ e_tht = ﬁ
0 2
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Exercice 6.4. Fonction I' ([Go], p.290 et p.260). Soit la fonction
Gamma définie par

+00
[(z) = / e "t dt pour z > 0.
0

1. Montrer que I' est bien définie sur R; .
2. Montrer que

Va > 0, (z+1)=zl'(z) et VYneN, ['(n+1) =nl

3. Montrer que, pour tout z > 0, on a

I'(z) = /On (1 — %)ntﬂf—ldt.

En déduire que

4. Calculer I' (%)
5. Démontrer la formule de duplication :

Ve >0, 2*7'T(z)T (:c — %) = /7l (2x).

& | Théoréme de Fatou. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables de (€2, ) dans R. On
suppose que :

- il existe un rang a partir duquel f,, > 0 presque partout.

Alors

/ liminf f, dp < lim inf/ fndp.

Q Q

@ | Théoréme de la convergence dominée (Lebesgue 1908-1910). Soit (f,) une suite de
fonctions mesurables de (€2, ) dans C. On suppose que

- pour presque tout z € Q, f(z) = lir}rl fn(z) existe
n—-+00

et que

- Il existe g : 2 — R, mesurable telle que
Vn € N, |fnl < g presque partout.

Alors
f est intégrable et lim /fnd,u:/fd,u.
Q Q

n——+00
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Applications aux séries. Soit (u,) = f(n) une série absolument convergente.
SiQ =N, T =P(N) et u=pg est la mesure de comptage, on a

Zun :/fd,ud-
n=0 N

Théoréme de la convergence dominée pour les séries. Soit une famille (a,(m)), men
de nombres complexes. On suppose que

- il existe une suite (¢,,) de réels positifs ou nuls telle que ) ¢, converge et telle que

Y(n,m) € N?, lan(m)] < ¢y,
et que
Vn € N, lim ap(m) = by,.
m—-+00
Alors
o o0
Z |by,| converge et mliIEoo ZO an(m) = ZO by,.
n= n=

Exercice 6.5. Contre-exemples.
. Soit la suite de fonctions (f,,) définie sur [0, 1] pour n pair par f, = X[0,]

et pour n impair par f, = X[1.1)- A-t’on h

1 1
/ liminf f,(t) = lim inf/ fa()dt ?
0 0

. Soit la suite de fonctions (f,,) définie sur R* par

fn = X[l n+1] — TLQX[O l].

A-t’on . N
/ liminf f,(t) < lim inf/ fa(t)dt ?
0 0
Conclusion.
. Soit (f,) : [0,1] — R* définie par f,(z) = nz" ! siz € (0,1 et f,(1) = 0.

Montrer que la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur
[0,1]. A-t’on

lim /01 fa(t)dt =07

n—-+o0o

Conclusion.
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Exercice 6.6. Regle de Weierstrass ([Po], p. 204-205). Soit u,(m)
une suite de nombres complexes indexés par (n,m) € N2, On suppose que
pour tout n € N, on a lim,, o u,(m) = u,, et qu’il existe une suite (v,)
de nombres réels positifs telle que Y v, < oo et telle que

V(m,n) e NxN,  |uy(m)| < vn.

Montrez de deux facons différentes que

i (ot = Yo

Si w,, est une suite de nombre complexes, on dit que le produit [[(1 + wy,)

N 00
converge si la suite H(l + w,,) converge, et on note sa limite H(l + wy,).
n=0 n=0

Sous les mémes hypotheses que précédemment, montrez que

lim (H(l + un(m))> = H(l + up).

n=0 n=0

On pourra pour cela, montrer qu’il existe un rang N a partir duquel v,, < 1,

utiliser le logarithme complexe et prouver que, pour |z| < 1, [In(1 + 2)| <
||

1—1z|

Exercice 6.7. Une application du principe de Weierstrass : la
formule d’Euler ([Ca], p.90-91). Montrez que, pour z € C,

e’ = lim (1—|—i)m.
m

m—-+oo

On pourra appliquer la regle de Weierstrass, ou alors montrer que

ez—(1+i> ’§62|—<1+H) :
m m

On définit P, par
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Trouver les racines de P,,. En déduire que

puis que

00 2

. z
smz:z” 1— 55 | -

n4m

n=1
Montrez (formule dite des compléments) que

70

VzeC, T(x)I(1-2z)=

sinmz’

| Théoreme d’intégrabilité termes a termes des séries de fonctions. Soit (u,) une
suite de fonctions de L(€).
On suppose que

> Junlli < +oc.

Alors :
- La série de terme général (u,) converge absolument presque partout ;

o0
- flx) = Zun(x) est définie presque partout et est intégrable ;
=0
" o0
[ @ dut) =Y [ wndn
Q n=0 Q

@ | Corollaire. L'(Q) est complet.

Exercice 6.8. On note H" = {z € C,Re z > 0}. Montrer que

+ (=7 z e
Vz € HT, F(Z)_Zn!(z+n)+/1 e~ dt.

n=0
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Théoreme de continuité sous le signe somme dans le cadre de l’intégrale de
Lebesgue.
Soient (€2, ) un espace mesuré, et (F,d) un espace métrique. Soit f: Q x E — C telle que :

- Pour tout z € E, t — f(t,z) € L}(Q)
- Pour presque tout t € Q, x — f(t,z) est continue

- Il existe une fonction g € L'(Q) telle que, pour presque tout ¢t € et pour tout = € €,
|f(t, )] < g(b).
Alors

Papplication F' : x — / f(t,x)du(t) est continue.
Q

Théoréme de dérivation sous le signe somme dans le cadre de l’'intégrale de
Lebesgue.
Soient (€2, 1) un espace mesuré, et I un intervalle de R. Soit f : Q x I — C telle que :

- Pour tout z € E, t — f(t,z) € L}(Q)
- Pour presque tout t € Q, x — f(t,z) est dérivable.

- Il existe une fonction g € L'(Q) telle que, pour presque tout ¢t € et pour tout = € €,

'f )| < g(t).

Alors application F': x / f(t,z)du(t) est dérivable, et
Q
F'(z) = t,x)d
@ = [ S t.opduto.

Théoréme d’holomorphie sous le signe somme dans le cadre de l’intégrale de
Lebesgue. Soient (2, 1) un espace mesuré, et U un ouvert de C. Soit f: Q x U — C telle
que :

- Pour tout z € U, t = f(t,2) € L'(Q)
- Pour presque tout t € 2, z +— f(t,2) est holomorphe

- Il existe une fonction g € L'(Q) telle que, pour presque tout ¢t € Q et pour tout z € U,

|f(t,2)] < g(t).

Alors

lapplication F : z — [, f(t,2)du(t) est holomorphe dans U, et pour tout n € N, F(z) =
of
[ 2)dute).

Exercice 6.9. Calcul de l’intégrale de Dirichlet ([Po], p. 199).

Posons, pour z > 0,
~ _,.sint
F(z) = / e " dt.
0 t
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1
Montrez que F est dérivable sur |0, +oo[, et que F'(z) = — 22 (deux
T

intégrations par parties). En déduire que F(x) = 7/2 — arctan x (regarder
la limite de F' a l'infini). Montrez enfin, en intégrant par parties, que

F(z) :/ Smudu—x/ e (/ Smudu) dt.
0 u 0 t u

Exercice 6.10. Fonction I' (d’apres [V-P], p.204). [(D: 7,23,35,39,
41,45,47)] Soit la fonction gamma définie par

Conclure.

[(z) = / e "t dt pour z > 0.
0

1. Montrer que I' est bien définie, de classe C™ sur R} .

2. Montrer que I' est convexe sur R}. Montrer que I' est logarithmiquement
convexe (i.e. logI' est convexe. On pourra pour cela montrer qu’une
fonction F' est logarithmiquement convexe sur un intervalle I de R si et
seulement si F'? < FF", et utiliser I'inégalité de Cauchy -Schwarz).

3. Donner un équivalent de I" en 0+ et tracer son graphe (utiliser la relation
['(z + 1) = zI'(z) obtenue pour x > 0 dans l’exercice 5.4.

5. Montrer que I' se prolonge holomorphiquement a C\ (—N) et calculer les
résidus de I' aux points —n quand n € N (utiliser I’exercice 5.12.)

En écrivant que

1 z 1 1
S E “\ _—z/k 2(14-5+-+ . —Inn)
O (H (1 * k) c ) ¢ !

k=1

en déduire que

1 - z :
= zel* 1 _) T,
() ze E( + i~ e

ou v désigne la constante d’Euler.

Exercice 6.11. Existence et calcul des intégrales de Fresnel.
1. Montrer que les intégrales

o (o]
I = / cos t2dt et J = / sin t2dt
0 0
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convergent en un sens que 1’on précisera.
. On pose, pour z € C,

F(z):/ e dt.
0

Montrer que F' est holomophe sur H* = {2 € C, Re z > 0}, continue sur
H*. Calculer F' pour z réel strictement positif. En déduire les valeurs de
IetJ.

7. Intégrales multiples.

Définition. Soient (21,71, 1) et (22, T2, 2) deux espaces mesurés o—finis. On note 71 ® Tz
la tribu engendrée par les ensembles de la forme A; x Az ou (Aj, A2) € T1 x To. 1l existe une
unique mesure notée p; ® pa telle que

V(A1 A2) € (T, T2), 1 @ p2(A x B) = pa (Ar)pa(Az).
Cette mesure est la mesure produit de p; et uo.

Théoréme de Tonelli. Soient (Qq,77,11) et (2,72, u2) deux espaces mesurés o—finis.
Soit f: (21 x Q2,71 ® T2) — [0, +00] mesurable. Alors

/leg flx,y) d(pr @ pe)(z,y) = /Q1 < o f(x,y)d,ug(y)> dy ()

_ /Q ( 5 f(x,y)d,ul(a:)> dpa(y).

Théoréme de Fubini. Soient (1,71, p1) et (22, Tz, p2) deux espaces mesurés o—finis.
Soit f: (1 x Q9,71 ® T2) — C intégrable, c’est-a-dire que

/lezlf(x,y)ld(m ® p2)(z,y) =/ (/92 |f(x,y)|du2(y)> dy (z)

o

-/ ( X \f(af,y)\dm(fv)> dpay) < +00.

Alors :
- pour presque tout z € Q, y € Qo — f(z,y) est intégrable

- pour presque tout y € Qo, x € Q1 — f(z,y) est intégrable

- La fonction z € Q7 +— / f(x,y)dp2(y) est définie presque partout et intégrable
Q,

- La fonction y € Q9 — / f(z,y)dui (z) est définie presque partout et intégrable
0
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et on a:

| endgn e = [ ([ e doe

_ /92 ( 5 f(g;,y)dul(a;)> dp2(y)-

C’est en particulier le cas si 'un des nombres

[ (L) ae o [ ([ 1stsiinn)) i

est fini.

Théoréme de changement de variable. Soit U un ouvert de R” et f € L'(U). Soit
@ : U — U un C'—difféomorphisme. Alors

NNMM@W=/f@M,
U’ U

ou Jo(t) est le jacobien au point ¢ € U’ de la fonction .

Exercice 7.1. Calcul de I'intégrale de Gauss. Onnote I = [;* et dt.
Montrez que

_ 2

2= / e iy ()
R%

oll dmy désigne la mesure de Lebesgue sur R?. En passant en coordonnées

polaires, calculez I.

Exercice 7.2. Calcul de l’intégrale de Fresnel. [Av], p. 335. On
se propose de calculer J = / eV dy.
0

. Montrez la convergence de J en un certain sens que l'on précisera. On
note I l'intégrale de Gauss de I’exercice 1.

2. Montrez que, pour tout y €]0, +ool,

o0
Ie ™ = / e_yZ(tQH)y dt.
0

3. Montrez que, pour A > 0,

A L 0 A .
I/ e Vdy = / </ eV )y dy> dt.
0 0 0
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. Conclure.

8. Exercices Complémentaires.

Exercice 8.1.1. Le calcul le plus simple de la somme harmonique
(="

alternée. Montrez que ) *—= converge. Calculer la somme de la série

1 1
en remarquant que — = / t"tdt.
n 0

Exercice 8.1.2. Premiére formule de la moyenne ([Go], p.122 et
127) Soit f : [a,b] — R une fonction continue et g : [a,b] — R* continue
par morceaux. Montrez qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

/a ' f()a(z)dz = £(O / gl

Est-ce vrai si g n’est pas positive 7 Cette formule est appelée premaiere
formule de la moyenne.

Exercice 8.1.3. Lemme de Riemann-Lebesgue généralisé ([Go], p.131). Soit ¢ :
R — C une fonction continue par morceaux et T'—périodique et f : [a,b] — C continue par
morceaux. Montrez que

b T b
i / Flt)p(nt)dt = ( /0 w(t)dt> ( / f(t)dt>-

Indication. Comme dans l'exercice 1.4, traiter d’abord le cas ou f est en escalier.

Exercice 8.1.4.Intégrales de Wallis généralisées [BBR], p.127.[(D:23, 35, 39, 41,
ar)]

. Soient a < bet u : [a,b] — R, continue, positive et strictement décroissante. Soit f : [a,b] = R
continue. Montrer que

b
/ £y (t)dt
lim <@ =
n—-+o0o /b u” (t)dt

Indication. Retrancher f(a) & f, utiliser la continuité de f en a et I'exercice 1.8.
. On pose

f(a).

g

I(z) = /02 cos?k t cos 2t dt.

Trouver pour z € R\ Z* une relation de récurrence entre Ij(x) et I;4q(x). On pourra pour
cela écrire que

2 2k i 2
I () = / cos™ t(1 — sin” t) cos 2xt dt,
0
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montrer que

I (x) = I (x) — %ﬁ + 2x/0 C;]SCT sint sin 2zt dt,

puis que

s

? 2%k+1 4 . z
t t 2zt dt = I .
/0 cos sint sin 2z PRl (z)

Etudier lim Iy(z)
k—+oo 11 (0)

(utiliser la question 1) et en déduire que

o0
sinmr = 7x H(l - =
p=1

Remarque. La preuve originelle d’Euler 1740 du fait que ((2) = %2 utilisait la formule

précédente. L’idée était de dire que

sin 7T\/_ H

De la méme maniere que la somme des inverses des racines z1, . ..z, € C* d’un polynome (cf.
[HW] p.63).
n
z
P(z):H(l—z—j)—1+alz—|— capz
i=1
vérifie
|
— = —ay,
%

on déduit formellement du développement

sinmy/r L VT N
T 67/

la valeur de ¢(2).

Exercice 8.1.5. Irrationalité de tanr et de ¢" pour r rationnel [MZ]. [(D : 23, 35,
47)]

a r
. Soit r € Q*. Supposons r = 3 avec a,b € 7Z et supposons que tan 5= P avec p, q € Z.
q

Pour n > 0, on pose

(rz — x2)"

folz) = ——— et I, = /07" fn(x)sinzx dx.

n!

a. Montrez que b"I,, converge vers 0.
b. Calculer Iy et I;. Montrez que pour tout n > 2,

—/ fr(z) sinz dz.
0
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Montre que, pour tout n > 2, il existe des réels A\, et u, dépendants de n et de r tels que
Vz € R, Z(CB) = A Sfn-1(%) + pn fr—2(x).
En déduire que, pour tout n > 2, on a
I, = (4n — 21,1 — r’I, ».
c. Montrez que pour tout n > 0,
I, = P,(r)(1 —cosr) + Qn(r)sinr

ou P, et @, sont des polynomes dans Z[X] et de degrés inférieurs ou égaux a n.

d. Montrez que :
VN € N, In > N, I, # 0.

En déduire que

I
YNEN, InzN, bz =i (Pn(r) tang n Qn(r)) c 7",

e. Montrez que pour tout r € Q*, tanr ¢ Q.
2. Montrer de la méme maniére que pour r € Q*, " est irrationnel en utilisant

(ro — 22)"

n!

fn($) = et I, = /Or f’n(a:)em dr

Annexe : Intégrale des fonctions réglées.

Fonctions réglées. f :[a,b] — C est dite réglée si et seulement si elle est limite uniforme
d’une suite de fonctions en escalier.

Caractérisation des fonctions réglées. f : [a,b] — C est réglée si et seulement si f admet
une limite a gauche et a droite en tout point.

Intégrale de Riemann des fonctions réglées. La définition de I'intégrale de Riemann des
fonctions en escalier s’étend aux fonctions réglées de maniere unique de la maniére suivante :
Si (fy) est une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f sur [a, b], alors

b
la suite des intégrales < / fn (x)dx) converge vers un nombre, indépendant de la suite (f;,),
a

n

b
que l'on note/ f(x)dz.
a

Exercice 8.1.6. Théoréme de prolongement des applications uniformément con-
tinues définies sur une partie dense. Construction de l’intégrale de Riemann.
[(D: 1, 2, 5, 7, éventuellement 8)] [Po], p.48-49.
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1. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques, I’ étant complet, A une partie dense de FE
et f: A — F uniformément continue. Montrez qu'il existe une unique application continue
f E — F qui prolonge f et que de plus f est uniformément continue.

2. Montrez qu’on peut définir 'intégrale entre a et b des fonctions réglées. Montrez que, si

f:[a,b] — R est réglée, / f(z)dz > 0. Indication. Remarquer que si (fy,), est une suite

de fonctions en escalier qui gonverge uniformément vers f > 0, la suite (gy,), = (max(f,0))n
est une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f.
Soit f : [a,b] — C une fonction continue. Montrez que f est réglée.
Montrez que toute fonction continue par morceaux est réglée.

3. Soit (fy)n une suite de fonctions réglées de [a,b] — C qui converge uniformément vers une
fonction f : [a,b] — C. Montrez que f est réglée et que

i [ e = [ s

Exercice 8.2.1. Deuxiéme formule de la moyenne [Go], p. 122 et 127. Soit
f : [a,b] — R une fonction positive décroissante de classe C! et g : [a,b] — R continue.
Montrez qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

b c
[ st = s [ o

Cette formule est appelée deuzieme formule de la moyenne.

Indication. Si on pose G(x) = / g(t)dt et si on écrit que G([a,b]) = [m,M], il suffit
0

de montrer que / ft)g(t) € [mf(a), M f(a)]. Pour cela, intégrer par parties et encadrer
a

b
I'intégrale / ' (t)G(t)dt en utilisant le fait que f' < 0.
a
Prouver le méme résultat si f est seulement continue en utilisant les sommes de Riemann.
On pourra pour cela s’inspirer de la preuve dans le cas ot f est C! et utiliser le fait que
I’équivalent d’une intégration par parties pour une somme est la transformation d’Abel.

Exercice8. 2.2. Inégalité de Young. [FGN2], p. 10.
1. Soit f : Rt — R une fonction de classe C! telle que f(0) = 0, f/ > 0 et lim, s, o f(2) = +00.

Montrer que, pour a > 0,
a f(a)
= [rwars [ s o
0 0

(dériver par rapport a a) puis que, pour b > 0,

ab < /Oa f(t)dt + /Ob !

(¢tudier la fonction b — i f(t)dt + fU t)dt — ab). (Inégalité de Young). Interprétation
géométrique 7
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. Etablir que I’égalité de la question précédente reste valable si on suppose seulement f con-

tinue, strictement croissante avec f(0) = 0 et lim, 1o f(x) = 4o00. On pourra pour
cela utiliser des sommes de Riemann, en prenant une subdivision réguliere (j)r—o.. , de
I'intervalle [0, a] et faire une transformation d’Abel en utilisant le fait que le pas de la subdi-
vision (f(xk))k=0,..n de [0, f(a)] tend vers 0.

Qu’obtient-on avec la fonction f(t) = t#*~! pour p > 1 ?

Exercice 8.2.3. Suites équiréparties, Critére de Weyl. ([FGN2], p. 48. Soit (uy)n>1
une suite de [0,1]. Pour 0 < a < b <1, on pose

Xn(a,b) = Card{k € {1,...,n},u; € [a,b]}.

Prouver I’équivalence des propriété suivantes :
M tend vers b — a pour tout couple (a,b) ;

pour toute fonction f : [0,1] — R continue, on a

N ! .
i 3 ) = | e

pour tout p € N*, on a
1= o
lim — e2imPur — (),
n—+oo n ;

On dit alors que la suite (u,, ) est équirépartie. Indications. Pour (i)=-(ii), utiliser I'implication
est vraie pour les fonctions en escalier et le fait que toute fonction continue est limite uniforme
de fonctions en escalier.

Pour (ii)=>(i), utiliser le fait que l'indicatrice d’un intervalle est limite dans L'[0,1] d’une
suite de fonctions continues.

L’implication (ii)=-(iii) est claire. Pour (iii)=-(ii), utiliser le théoréme de Stone-Weierstraf.
Montrez que la suite (na — E(na)),>1 est équirépartie si et seulement o ¢ Q.

Distribution du premier chiffre des puissances de 2. [FGN1]| p. 26. Pour i € {1,...,9} et
n € N*, on note N;(n) le nombre d’éléments de ’ensemble {2,22,...,2"} dont le premier
chiffre de I’écriture décimale est i. Montrer que

lim Ni(n) _ In(i+1) —In¢
n—-+00 n In 10

8.3.1 Calcul de

1
/ Arctan /1 — 22dzx
0

(faire une intégration par parties et un changement de variable).

- .
rsinw
T2, %
o0 1l+cos®x

8.3.2 Calcul de

(faire un changement de variable).
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Annexe. Fonctions Riemann-Intégrables.

Bernhard Riemann (1826-1866) crée en 1854 une autre théorie de I'intégrale. Cherchant a
étudier la possibilité de développer une fonction continue périodique en série trigonométri-
que, Riemann est amené a calculer des intégrales de fonctions non continues. Il dit qu’une
fonction bornée est intégrable si ce qu’on appelle maintenant les sommes de Riemann qui lui
sont attachées ont une limite quand le pas de la subdivision tend vers 0, cette limite étant
alors l'intégrale de la fonction. Il montre que les fonctions monotones sont intégrables, et
donne un exemple de fonction intégrable ayant une infinité de points de discontinuité.

Cette notion d’intégrale a encore été généralisée par Lebesgue (1875-1941) en 1901. Les idées
de Riemann ont, quant a elles, été généralisées par Kurzweil et Henstock a la fin des années
1950. Cette théorie, qui englobe a la fois la théorie de Lebesgue et de Riemann, tout en étant
plus générale que ces deux théories, a de plus le bon gott d’étre a peine moins élémentaire que
la théorie de Riemann. Il est seulement dommage qu’elle ne fasse pas partie (pour l'instant...)
des programmes de I’enseignement supérieur...

Définition d’une fonction Riemann-intégrable. Une application f : [a,b] — C est
Riemann-intégrable si pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier ¢ : [a,b] — C et
p:la,b] — RT telles que

b
Ve o, |f() - o) < ult) et / w(z)d < e,

a

Théoréme et définition. Construction de 1’intégrale des fonctions Riemann-inté-
grables. Soit f : [a,b] — C une fonction Riemann-intégrable. En donnant a € les valeurs
d’une suite () positive et tendant vers 0 dans la définition, on voit qu’il existe deux suites
(¢n) et (un) de fonctions en escalier sur |a,b] telles que

b
VneN, |f—onl < pn, lim pn (z)dz = 0.
a

n——+0o

b
La suite </ @n(x)dm> est alors une suite de Cauchy, donc convergente. Sa limite ne
a
b
dépend pas du choiz des fonctions en escaliers o, et pu,. On la note / f(x)dz.
a

Théoréme. Caractérisation des fonctions Riemann-intégrables. f : [a,b] — C est
Riemann-intégrable si et seulement si f est bornée, continue sauf sur un ensemble négligeable.

Remarque : Inutile de connaitre la définition de la mesure de Lebesgue pour définir un
ensemble négligeable | Un ensemble A C [a,b] est négligeable si et seulement si, pour tout
e > 0, il existe une famille d’intervalles dont la somme des longueurs est inférieure a € et dont
la réunion contient A.
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Théoréme de convergence uniforme des suites de fonctions intégrables. Soit (f,)
une suite de fonctions Riemann-intégrables de [a,b] dans C qui converge uniformément sur
[a,b] vers une fonction f. Alors, f est Riemann-intégrable et

lim /ab fn(x)dx = /ab f(z)dx.

n—-+00

Sommes de Riemann. Soient f : [a,b] — C et (z;)o<i<n une subdivision de [a,b]. On
appelle somme de Riemann associée a [ relativement a cette subdivision toute somme

S(f.0,8) = (zi — zi-1) f(&),
i—1

ot, pour tout i € {1,...,n}, & € [wi—1,x;] et £ = (&)i<i<n-

Théoreme. f:[a,b] — C est Riemann-intégrable si et seulement si les sommes de Riemann
associées a f convergent quand le pas de la subdivision tend vers 0 (en particulier, elles
convergent vers l'intégrale de f sur [a,b]).

Remarque. En particulier, pour une fonction f : [a,b] — C Riemann-intégrable, la suite

b—a b—
a E f<a+ ak)
n n
k=1

b
converge vers/ f(x)dz.
a

Exercice 8.2.4. Quelques exemples.

1. Est-ce que la fonction indicatrice de Q N [0, 1] est réglée 7

. Un exemple de fonction réglée ayant un ensemble de points de discontinuité dé-
nombrable : la fonction de Weierstrass (par exemple, [Po] p. 83 et [Go] p.108).
On définit la fonction f sur [0,1] par f(p/q) = 1/q si (p,q) € N x N* et si la fraction p/q est
irréductible et par f(x) = 0 sinon. Montrez que f est discontinue sur QNI[0, 1] et continue sur
(R\ Q) N[0,1]. Montrez que f est réglée. Indication. Montrez que si une suite de fractions
rationnelles (p,, /gy ), converge vers un irationnel, alors (g, ), tend vers 400 et que la fonction
f admet 0 pour limite & gauche et a droite en tout point.

. Est-ce que la fonction indicatrice de @ N [0,1] est réglée ? est-ce qu'elle est Riemann-
intégrable 7

. Un exemple de fonction non réglée, Riemann-intégrable, [Go], p. 121. Montrez
que la fonction f(z) = sin(1/z) sur ]0,1] et qui vaut 0 en 0 est Riemann-intégrable, mais
n’est pas réglée.

. Est-ce que la fonction f(x) =1/y/z sur ]0,1] et telle que f(0) = 0 est Riemann-intégrable ?

1
t—1
Exercice 8.4.1. ([Go], p.174). Montrez que l'intégrale I = / ﬁdt converge. En
0 n
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$2
dt
considérant 1’application F'(z) : [0,1[> = — / ik montrant qu’elle admet une limite
n
x

en 1 et en calculant la valeur de cette limite, calculez la valeur de I (on pourra utiliser le fait
que Int = (t — 1) + O((t — 1)?) au voisinage de 1).

Exercice 8.4.2 On pose, pour z € Ry,

Convergence et calcul de

Exercice 8.4.3 Soit

+00
f(z) = Z In(1+ z").
n=0

Quel est 'ensemble de définition de f 7 de continuité ? que vaut lim;_ f 7 Trouver un
équivalent en 1— de f.

Exercice 8.4.4 Pour m € R, calculer

+oo —t —mt
e — €
/ L
0 t

Exercice 8.4.5. Convergence et calcul de

dx.

® arctanmx — arctanz
0 X

Exercice 8.4.6 On pose uy,(t) = % pour tout n € N* et pour tout ¢t € R.
Convergence de Y uy, ?
Que vaut

Exercice 8.4.7. Limite et équivalent quand x — 400 de

o0

1
2 (z + p)?

p=1

Exercice 8.6.1. Autour de Fatou. ([QZ], p.8) Soit (f,), et f des fonctions de L!(R)
telles que la suite (f,) converge simplement presque partout vers f(x) et ||f,|[1 tend vers
I fll1. Montrer que ||f, — f||1 tend vers 0. On pourra appliquer le lemme de Fatou a la suite
de fonctions positives

gn = |f|+|fn|_|f_fn|
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Exercice 8.6.2. Pour n > 1, soient

oo

™ (sinx)" cost
I, = / dx, Jp = ——dt
" Va " Jo Vit +n)
K, /1 1+ nx
1+x)
Déterminer la limite de I, J, et K,, quand n — 4o0.

o0
/ 2ot gy
0

pour n > 0. En déduire la valeur de I'intégrale

o0 2
/ et cosxt dt
0

ﬁ
5

et

Exercice 8.6.3. Calculer

o0
pour tout x € R. On rappelle que / e Pdt =
0

Exercice 8.6.4. Montrer que, pour a > 0 :

* sinax ad a
T
o et —1 a‘+n

n=1

Exercice 8.6.5. Soit f : R — R une fonction périodique de période T' > 0. On suppose que
f est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, T7.

Montrer que la série ) @ converge pour presque tout z € [0, 7.

En déduire que @
Montrer que

tend vers 0 quand n — 400 pour presque tout = € [0, 7.

lim </|cosnz|=1

n—+00

pour presque tout x € R.

Exercice 8.6.6. Pour a > 0, soit

Montrer que F est dérivable sur ]0,o0[ et que F'(a) = —\/LaF (a). En déduire la valeur de
F(a).

Exercice 8.6.7
Calculer la limite et donner un équivalent quand n tend vers 400 de

1
/ In(1+¢")dt.
0
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Exercice 8.6.8
Calculer

pour a,b > 1.

Exercice 8.6.9 Convergence et calcul de

© /arctanz >
[ (=)
0 X

/OO arctantz
2—daz.
o z(z*+1)

On pourra introduire

Exercice 8.6.10. Convergence et calcul de

/1 Int dt.
0 (l—OVel—1)

Exercice 8.6.11. Soient 0 < a < b. Pour = € R, on pose

o9 67(175 bt
f(z) :/ %cosxtdt.
0

Montrer que f est de classe C! sur R. Calculer f'(z), f(0) puis f(z).

Exercice 8.6.12. Soit f : [0, +oo[— R une fonction continue telle que limy, f = 1.

On pose

o) = [ 1w (Smft)Q it

Quel est le domaine de définition de ¢ 7 Montrez que lim,_,g+

o) _ «

T 2

Exercice 8.6.13. On pose

L nt
qﬁ(:c):/o Tl

Etudier la définition de ¢ et la dérivabilité de ¢. Calculer ¢'.
On pose ¥(x) = ¢(z) + ¢(1/x). Calculer 9.

Calculer

/1 (1—t)Int ’
o (1+0)(t2+2tcho+1)

Exercice 8.6.14. Calculer )
1+1

lim n/ (1+ ") dt.
1

n—-+00
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On pourra poser u = 1+ t".

Exercice 8.6.15. Montrez que
™ 1+vV1—a?
Vo e] —1,1], / In(1+ zcost)dt = mln <%>
0
Exercice 8.6.16. On pose
© 1 _ e—tat
f(z) :/ ——sintdt.
0

Etudier la limite de f en 4+o00. En déduire

© sint
/ dt.
0 t

Exercice 8.6.17. Soit f continue sur [0,1]. Etudier la limite quand n — 400 de

1
f(z) = n/o f(@)In(1 4 ¢t")dt.

Exercice 8.7.1. En calculant de deux fagons
dx dy

//[(J,+oo[><[0,+oo[ (1 + y)(l + xQZJ) 7

montrez, apres avoir établi la convergence de 'intégrale, que

/1 Int 7w
0o 1—12 8"

Exercice 8.7.2. Montrez que

/ drdy i 1
[0,1]2 1-— Ty N n2
En faisant le changement de variables x = “—JFQU et y = “—f’, montrer que
S1e
nz 6

Exercice 8.7.3. Calcul de l’intégrale de Dirichlet.

a. Vérifier que, pour tout n € N*,

" sinx n o
/ dx:/ da:/ e " sin x dt.
0 0 0

T
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S
Sin x
dx.
0 xr

Exercice 8.7.4. [Av], p.333. Soient 0 < a < b. Du calcul de

// x¥dx dy
[0,1] x [a,b]

b. En déduire le calcul de

déduire une formule.

Exercice 8.7.5 Convergence et calcul de

+00 +00 eV
I(t) :/ et / —dy | dx
T=—00 y=lz| Y

9. Sujets d’étude.

Compléments sur la fonction I' ([Go], p.290 et p.260). [(D: 7, 29,
35, 39, 41, 45, 46, 47 ) Extraire les points a traiter en fonction
de la legon a illustrer.]

1. Dérivée logarithmique de I'. Montrer que

o0

I(x) 1 x
v g2 .
>0, I'(x) 7 a:+;n(a:+n)

En déduire, apres avoir vérifié la convergence de l'intégrale, que

/ (Int)e 'dt =
0

2. Montrez que, pour x > 0,

(InT)"(x i CESE

n=0

3. Premiére formule de Binet. [AAR]
a. Formule de Dirichlet. On se propose de montrer que

Yz > 0, FF/((;”)) - /Ooog (e_t - ﬁ) dz.
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o0z —8z
e” —e
—dZ = IHS.
0 Z

En considérant I'intégrale double

00 o0 —5—z —s(1+4z)
1€ — €
/ / g1 dsdz,
z=0 Js=0 <

Montrer que

qui vaut d’une part IM(x) et d’autre part
1 1
F(az)/ —le " — —> dz, déduire le résultat.
0 2 (I+2)*

b. Formule de Gauss. Montrer que, pour tout x > 0,

M(z) _

_ /OO e‘zd /OO dz
im zZ — _
[(x) 60+ 5 2(1+2)7
(/OO /OO e—txdt )

5 m(i40) L — e~

In(1+49) 00 —t —tx

= lim / / (6 I t)dt
0—0+ 5 1n(1+5) t 1 — €
( ) dz.
Cl—e>

. Montrer en utilisant la formule précédente et (x) que, pour tout x > 0,

| 1 1 /71 1 1
M:_+lnx—/ — — — + e " dt.
Mx+1) 2z o \2 t e -1

= lim
0—0+

En déduire que, pour tout = > 0,

1 * /71 1 1 e —e”
lnF(:l:+1):<x—|—§)lnx—x—l—1—|—/0 (§_¥+et—1) ;

puis que pour tout x > 0,

1 /71 1 1 et
lnF(x):(:E—§>lnx—m+l+/O (§_¥+et—1) tdt—]

_/001 1+1 e—tdt
o \2 ot et—1) t

ou
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En utilisant la formule de Stirling, montrez que I = 1 — $1In(27). En
déduire la premiere formule de Binet, c’est-a-dire que pour tout z > 0 :

1 1 /1 1 1 et
lnF(:fc):(:1:—§>lnx—x—|—§ln(27r)+/o <§_Z+et—l) tdt.

Comportement a ’infini d’une fonction intégrable. [L] On se pro-
pose de montrer que si f € L'(R), alors pour presque tout x € R, nous
avons lim,_, . f(nz) =0.

Soit f € L}(R) et € > 0. On note £ = {z € R, |f(z)| > €}. Pour un
ensemble mesurable A C R, on note |A| la mesure de Lebesgue de A.

. Montrez que |F| < +o0.

. On se propose de montrer que, pour presque tout z € [0, 1], nous avons
nx € E pour seulement un nombre fini d’entiers n > 1. Posons, pour
m € N*, E,, = ENjm — 1,m]. Soit a €]0,1[. On considere, pour tout

n € N*,
F, = (1E> N [a, 1].
n

F, = % U (E,, N [na,nl).

meN*

Montrez que

Montrez que

m/a
Z|F\—ZZi]E ﬂ[nan[]—zz \E A [na, nf] <
n=1 m=1 mlnm

[m/a)

<ZyE |Z_< 1—lna)Z|Em|:(1—lna)|E|

=1

En utilisant le Lemme de Borel-Cantelli (c¢’est-a-dire que

/ZXF"(‘%)dx B Z/XF (z)dx < +o0,

donc ) xr, < 400 presque partout), en déduire que presque tout x € [a, 1]
appartient a un nombre fini de Fj,.
Montrer que, pour presque tout = € [0, 1], pour n assez grand, nx € F.



g

. Montrer que la série )
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En utilisant une famille dénombrable d’e, montrez que, pour presque tout
z € [0,1], lim, 4o f(nx) = 0. Par un changement de variable linéaire,
montrez que ce résultat s’étend a presque tout = € R.

Formule sommatoire de Poisson. ([Wi] p. 132, [QZ], p.93, [CFM]
p.98, [Go] p.269) ([D: 35, 39, 40, 41, 46, 47]) Soit f : R — C continue.

On suppose que, si f(x) = / f(t)e " dt,

—00

~

max(|f(z), [f(z)]) = O1/2%)  quand [z] = +o0

ou a > 1. On se propose de montrer que, sous ces conditions, nous avons
la formule suivante :

Y fn)=>_ f(2mn).

n=—oo

(0.9] . 7
- f(z + n) converge uniformément sur tout

compact vers une fonction F'(z) continue et 1—périodique.
Calculez le développement en série de Fourier de F'. Conclure.
Applications ([QZ], p.116). Soit a > 0. Montrez que

1 ™
Z ——— = —cothma.
n’?+a®> a
nez
(appliquer la formule de poisson & f(z) = e ).
([Gol, p.269) Montrer que

o0 o0
Vs > 0, Z e~ = g71/2 Z e /s,

n=-—00 k=—o00
(appliquer la formule de Poisson a la fonction f(x) = e’
On note, pour z €| -1,1[, 0(z) = >, , 2" . Cette série enticre est appelée
la fonction théta de Jacobi. Donner un équivalent lorsque x — 1 de O(x).

Prolongement holomorphe de la fonction ( de Riemann. ([QZ]
p.28, [Go] p.278) ([D: 7, 30, 35, 39, 41, 45, 47]) On admet ici
'identité fonctionnelle (corollaire de la formule sommatoire de Poisson)

VE>0,  0(t) = %9 G) . onft)=> e

nez



Préparation a ’agrégation de mathématiques. 42

Pour s € C tel que Re s > 1, on note

(=Y

n=1

Cette fonction est appelée Fonction zéta de Riemann.

1. Montrez que, si s € C est tel que Re s > 1, alors ((s) est bien défini.
Montrez que

S\ = 1 X [>
s —mn2y £-1
F(3) =i [ iy

Montrez que :
~ 1 ~/1 1
vt > 0, 6(t) = H(—)Jr——

Montrez que

En déduire que

r(3) e =ni (527 -1 ) + o)

ou 1 est holomorphe sur C.

3. En déduire que ( se prolonge en une fonction méromorphe sur C, holomor-
phe sur C\ {1} et admettant un pole simple en 1.

4. Déduire de la question 2 que

L)

r'(3)

[\

Vs e C\{0,1},  ((s) =2 C(1—s).

NIV
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. On désigne par P 'ensemble des entiers premiers. Montrer que pour tout
s € C, Re s > 1 implique

¢s) =[] —

_ =S
peP 1 p

En déduire que ¢ n’a pas de zéro sur {z € C, Rez > 1}. Déduire de
la question précédente que tous les zéros de la fonction ¢ sont de deux

types : les entiers -2, -4, -6, ... et les autres zéros qui sont dans la bande
{z € C, 0<Res <1}
. Montrer que, pour s € R,

1
((s) = P + v+ o(1) quand s — 1.
S_

Montrez que

peEP

Lien entre v et (. ([AF], p.651) ([D: 23, 30, 35, 39, 41, 43, 47])

= /1 1
. Montrez que v = E ——In{l1+—1]).
n n
n=1

. Exprimer In (1 + %) sous forme d’une série pour n > 2. Montrez que, en

utilisant par exemple 'identité % = fol th=1dt pour k € N* que

. Montrer que
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Méthode de Laplace. ([Ro], p.339) ([D: 35, 39, 47]) Soient [a, b] un
intervalle de R (borné ou non, avec a < b < o0), ¢ : [a,b[— R une fonction
de classe C? et f : [a,b[— C telle que e ¥ f soit intégrable au sens de
Lebesgue sur [a, b] pour un certain réel 3. On suppose f continue en a et

f(a) # 0.

On recherche un équivalent pour t — 400 de l'intégrale

b
F(t) = / e @) f(2)de.

. Sia=0 et p(r) =z, montrer que

On pourra couper en foa et fs, et étudier la premiere intégrale par conver-
gence dominée.
. Si ¢/ > 0 sur [a,b[, montrer que

On pourra effectuer le changement p(x) = p(a) 4+ y et utiliser la question
1

. Sia=0et px)=2a?

, montrer que

Py~ Y7 O

Vit

Méme indication qu’en 1.
. Si¢' > 0surla,bf, ¢'(a) =0 et ¢"(a) > 0, montrer que

s e ) £ (a)
2¢"(a) Vi oo

On pourra effectuer le changement () = p(a) + y* et utiliser 3.
. Application. Donner un équivalent pour ¢t — +oo de I'(t 4 1).

F(t) ~

Intégration des relations de comparaison. Comparaison séries-
intégrales. ([VP], p.16, [Go], p.212) ([D: 23, 24, 30, 35, 39, 41,
47)).
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/
. Soit f : [zg, +oo[— R% de classe C'. Si f? ~ % (a+1et a0)ousi
f/

7 =0 (é) (cas a = 0) alors :

. Sia>—1, f( )dt diverge et / f)dt ~ UZJ:(rIl)
. Sia < —1, / f t)dt converge et/ f(t) Zf—i(—xl)'

Todt
. Application : @& oz
o Int Inx

. Soit f : [zg, +oo[— R de classe C! telle que f’ ne s’annule pas, h = %
est dérivable et h' = o(1) au voisinage de 'infini. Alors :
00 2
. Siff >0, f(t)dt diverge et/ f(t)dt ~ ;l
f2
. Siff <0, / f(t)dt converge et/ f(®) W

*I

. Application : / 1t ~ :
. 2z

/

. Soit f:[0,4o00[— R% de classe C'. Si f7 ~ a (a #0) alors :

/ f(t)dt diverge, la série Z f(n) diverge et

n=1

> (k)
k=1

. Si / f(t)dt converge, la série Z f(n) converge et son reste

n=1

k=n

L. 1 1 1 1
. Application: 1+ =-+---+—=Inn+v+ — 4o | — ).
2 n 2n n

Théoreme de Lévy, Queffélec-Zuily, p. 526.0n se propose de montrer
que, si (X,,) une suite de v.a.r. , on a équivalence entre
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1) X, converge en loi vers X.
2) @x, converge vers px simplement.
. Montrer que 1) = 2). Indication. La convergence en loi implique que

/RfdPXn—>/RfdPX

pour toute fonction f continue bornée a valeurs dans C.

. Montrons la réciproque, 2) = 1). Considérons d’abord le cas ou f € S(R).
En utilisant le fait que f est la transformée de Fourier d’une fonction
¢ € S(R), montrez que

E(f(X0)) — i / o(t)x (t)dt = B(f(X)),

R

Montrez que S(R) est dense dans Cy(R) pour la norme uniforme.

En déduire le théoreme de Lévy.
Application. Le théoreme central limite page 529 est une tres belle
application des formules de Taylor...

Etude des fonctions holomorphes. Formule de Cauchy. D’apres
[Go], p.252. [D: 1, 15, 35, 39, 45, 47, 53].
Soit U un ouvert de C et f : U — C. On suppose f de classe C! et on

suppose que
of _1(0f f
9z 2 (89: T 8y> 0

of _1(0f .0f /
$—§<———> f'(2).

On note aussi

1. Montrer que, si z € U et si r > 0 est tel que D(z,r) C U, alors

(- L[ 0

21 0D(z,r) C_Z .

Indication. 11 suffit de prouver que

1 s

f(z) = o . f(z+re?yas.
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Considérer la fonction

1 2w

p(t) = 5=

o f(z 4+ rte?)dp

pour t € [0, 1], vérifier que ¢ est dérivable sur [0, 1] et que
1 2

— f(z 4+ rte)re?ds.
27

P'(t) =

Enfin, calculer la dérivée de la fonction 6 — f(z + rte®).
2. On suppose maintenant U convexe. Soit v un chemin dans U de classe
C'! par morceaux tel que

Ind,(2) =

Montrer que

foy L / F()dg

271 C—2z

(0.9]

Prolongement holomorphe de ) ", :t a C\ [1,+oo[ pour a > 0.
([QZ], p.57) [(D: 7, 35, 39, 41, 43, 45, 47)] Soit a > 0. On se
propose de montrer que la série entiere Zn | == de rayon de convergence
égal a 1 se prolonge holomorphiquement a C \ [ +o0l.

. Montrez que, pour n € N*, n= = ﬁ 1> to‘_le_”tdt.

2. Montrez que, pour tout z dans C de module strictement plus petit que 1,

00 tozfl eft

2. "
Z = )
ne 1—zet

n=1 0

. Conclure.

Noyau de Bergman. ([Roos], p.232). ([D: 1, 5, 13, 34, 35, 39,
41, 43, 45, 46, 47]) On note A le disque unité de C et A\ la mesure
de Lebesgue sur A divisée par 7 (ce qui nous donne A(A) = 1.) Pour
1 < p < 400, on définit I’espace de Bergman

HP(A) = LP(A) NH(A)

lgll, = ( / |g\pdA) .
A

muni de la norme



Préparation a ’agrégation de mathématiques. 48

4
. Soit € > 0. Montrez que si g € H(eA) alors g(0) = —2/ gd.
S EA

2
. Soit K un compact de A et soit § = d(K,9A) > 0. Montrer I'existence
d’une constante C, ne dépendant que de p et indépendante de K telle que
pour toute fonction f € HP(A),

C
s1[1(p|f\ < 5—§Hf\|p~

En déduire que H? est un espace de Banach.
. On suppose maintenant que p = 2. Montrez que :

4
VfeHXA), VzeA, f(2)] < m“f“z

Déduire du théoreme de représentation de Riesz que, pour tout z € A, il
existe un unique K. € H%(A) tel que

VfeHYA),  f(z2)= /A fE.dA.

. On pose, pour z,w € A, K(z,w) = K,(w). Soit (¢r)ren une base hilber-
tienne de H%(A). Montrez que

converge uniformément sur tout compact de A vers K(z,w).
. Montrez qu’une fonction f : A — C appartient & H?(A) si et seulement si
son développement en série entiere f(z) = > 2 a,z" vérifie

o0

|a,|”
1718 =3 14 > oo
n=0

En déduire que la famille ¢,,(z) = v/n 4+ 12" forme une base hilbertienne
de H%(A) et que

1
(1—2zw)?’

Remarque. Le noyau de Bergman possede aussi une expression explicite
si on ne se place plus dans A mais dans un domaine simplement connexe
pour lequel on connait une application conforme dans A. Voir [Roos]

K(z,w) =
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