Rappels sur la Théorie des distributions.

1. Définition, propriétés élémentaires et exemples

Sif:Q — R est une fonction définie sur un ouvert de R”, I’évaluation de cette fonction en un point a un sens
théorique mais n’a que peu de sens en pratique. Si par exemple §2 est la piece dans laquelle vous vous trouvez et
f est la fonction qui & un point de cette piece associe la température en ce point, la valeur précise de cette valeur
n’est physiquement pas mesurable. Si vous placez un thermometre en ce point, vous obtiendrez la température du
thermometre en question (qui occupe matériellement plus de place qu’un simple point...), qui correspond & la valeur
moyenne des points qui constituent ce thermometre. En pratique, vous n’obtiendrez donc pas f(z) mais plutot
Jre Fw)(w)du ont ¢(u) sera une fonction dont le support sera tres proche du point z (le support de ¢ correspond
a Pespace physiquement occupé par le thermometre dans notre exemple) qui correspond & la valeur moyenne de f
prise dans le support de ¢ avec la densité ¢. En particulier, plus le thermometre sera précis, plus le support de
¢ sera proche du point z et plus 'intégrale de ¢ sera proche de 1. L’idéal est bien str d’avoir supp ¢ = {z} et
‘]l'R,, p(u)du =1 ce qui n’est pas possible puisque l'intégrale d’une fonction nulle presque partout vaut 0. L’idée donc
est de ne pas considérer les valeurs de la fonction f(z) mais plutot de considérer les valeurs de lapplication qui &
une fonction ¢ continue & support compact associe [, f(u)@(u)du. Sion note T' cette application, on remarque
qu’on a alors

VK compact de R", 3C >0, Ve C* dans R" & support inclus dans K |T(p)| < Csuplpl|.
K
Cette remarque est le point de départ de la définition des distributions.

1.1. Notation. Si ) est un sous-ensemble ouvert de R"” et K un sous-ensemble de 2, on
notera K CC 2 si K est relativement compact dans €2 i.e. K est un compact inclus dans €.
Si © est un sous-ensemble ouvert de 2, on note D(2) I'ensemble des fonctions C*> sur R”
telles que supp ¢ CC €.

Si K CC Q, on note Dg () Pensemble des fonctions ¢ € D(Q) telles que supp ¢ C K.

On note a = (ay,...,qa,) € N” les multi-indices. On pose |a| = a1 + -+ + «, et pour
¢ € C*(Q) avec k € N, on note

el
- oz ... Oxp"

Vo €, 0%p(x)

si o| < k.

1.2. Définition. Soit €2 un sous-ensemble ouvert de R™. On dit que T est une distribution
sur € si et seulement si T est une forme linéaire sur D(Q) telle que

VKccQ, INeN, 3IC>0, VoecDg(), |T(p) <Csupsup|dy|.
aeNt K

|a|<N
T(¢) sera souvent noté (T, ¢). On notera D'() Pensemble des distributions sur Q.

Cette souplesse au niveau de la définition des distributions qui en fait finalement des objets plus naturels d’un point
de vue physique que les fonctions apportera plus de propriétés aux distributions qu’aux fonctions. En particulier,
on verra que toute distribution est indéfiniment dérivable dans un sens que 'on précisera, et que si une suite
de distributions converge vers une distribution, alors la suite des dérivées converge vers les dérivées de la limite.
Ces propriétés qui sont bien entendues fausses pour les fonctions conferent aux distributions une grande souplesse
d’utilisation dans les applications pratiques. Par contre, on verra qu’il n’est pas possible en général de multiplier
entre elles des distributions.

Nous allons introduire une notion de convergence pour une suite d’éléments de D(2) qui
nous sera utile par la suite.
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1.3. Définition. Soit (p;) en une suite d’éléments de D(Q2). On dit que (¢;);en tend vers
0 dans D(2) quand j — 400 si et seulement si il existe K CC Q tel que, pour tout j € N,
supp ¢; C K et tel que ¢; ainsi que toutes ses dérivées tendent vers 0 uniformément dans
K. Enfin, on dira que (¢;) en tend vers ¢ dans D(Q) si (p; — ¢); tend vers 0 dans D((2).

Nous avons le résultat suivant :

1.4. Proposition. Une forme linéaire T sur D(S2) est une distribution si et seulement si,
pour toute suite (¢;)jen qui tend vers 0 dans D(Y), on a (T, ;) —j—t00 0.

Preuve. Montrons que si T est une distribution et si (@;) est une suite de D(Q) qui tend vers 0, la suite (T, pj)
tend vers 0. Si la suite (¢;) tend vers 0 dans D(Q), il existe K tel que, pour tout j € N, supp ¢; C K et tel que ¢;
ainsi que toutes ses dérivées tendent vers 0 uniformément dans K. Si T' est une distribution alors il existe N € N
et C' > 0 tel que pour tout j € N,

(T ¢i)| < C sup sup [0%0)] —j+00 0.

Jol<N

Montrons maintenant que si T est une forme linéaire sur D(Q) telle que (T, ;) — 0 pour toute suite @; de D(S2)
qui tend vers 0, alors T' est une distribution. Supposons que T ne soit pas une distribution. Il existe K CC 2 tel
que, pour tout N € N, pour tout C' > 0, il existe ¢ € Dk (Q) tel que

KT, )| > C sup sup 07

<N
En particulier, si on pose pour j € N*, N = C = j et si on pose

_ ¥
"~ O'supeaw supg 09|
alsN

Pj
ot la fonction ¢ est la fonction précédemment définie, on a [(T, ;)| > 1 et (¢;) tend vers 0 dans D(Q) (toutes les
fonctions ¢; ont leur support inclus dans K et toutes les dérivées partielles sont majorées sur K par 1/C = 1/j
qui tend vers 0). C’est absurde. O
Donnons quelques exemples de distributions.

1.5. Distribution de Dirac. Si a € 2, on définit la distribution J, de Dirac en a par
Vo €D(Q),  (da; ) = p(a).

On vérifie (Exercice 1.1) que c’est bien une distribution sur Q.

1.6. Distribution associée a une fonction. Soit f : 2 — C une fonction localement
intégrable (i.e. intégrable sur tout compact de §2). On définit la distribution T} par

Vo € D(Q), (Ty, ) = /thp-

On vérifie (Exercice 1.2) que c’est une distribution et que application f € L} () + Ty €
D'(R2) est injective. Par abus de notation, on identifiera T et f.

1.7. Distribution valeur principale de 1/x. La fonction 1/x n’est pas localement
intégrable sur R. On définit la distribution “valeur principale de 1/2” et on note Up(%) par

Vo € D(R), <vp(1),<p> = lim 3 4y,

z 20 jgf>e T
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On vérifie (Exercice 1.3) que cette limite existe et définit bien une distribution.

Exercice 1.4. Soit Q) un ouvert de R™ et a € ). Montrez qu’il n’existe pas de fonction
f € LL.(Q) telle que 6, = Ty.

loc

2. Ordre d’une distribution.

2.1. Définition. Soit Q un ouvert de R" et T une distribution sur 2. On dit que T est
d’ordre inférieur ou égal & N € N si et seulement si

VK CcCcQ, 3C >0, VpeDg(Q), |T(p)|<Csupsupl|dy]
aeN? 0
al<N

(en d’autres termes, le N dans la définition des distributions est indépendant de K).
On dira que T est d’ordre N si T est d’ordre inférieur ou égal a N mais n’est pas d’ordre
inférieur ou égal a N — 1.

2.2. Exemples. - Les distributions d’ordre 0 sont les mesures de Radon (Exercice 1.5.).
- La valeur principale de 1/x est d’ordre égal & 1. (Exercice 1.6. On pourra considérer des

fonctions ¢; € D(R) qui valent 1 sur [%,1], telles que 0 < ¢; < 1 et dont le support est

inclus dans [2%, 2]).

3. Convergence dans D'(2).

3.1. Définition. Soit Q un ouvert de R", T une distributions sur Q et (T});ecy une suite de
distributions sur €. On dit que 7 converge vers 1" quand j — 400 au sens des distributions
si et seulement si

Vo e D),  (Tjp) — (T,¢).

Jj—+00

Exercice 1.7. Montrez que la suite cos jx de distributions sur R tend vers 0.
Enfin, nous avons le théoréme suivant
3.2. Théoreme. Si T} est une suite de distributions sur € telle que

Yo € D(Q), lim (Tj, ) existe,

j—+oo
alors la forme linéaire T sur D(Q) définie par

Vi € D(Q), (T, ) = lim (T}, ¢)

est une distribution sur Q.

Preuve. La linéarité de T' est évidente. Montrons la continuité de T'.
Soit (pj); une suite qui converge vers 0 dans D(£2) quand j — +oco. Il nous faut démontrer que (T, ;) converge
vers 0 quand j — +o0.
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Procédons par ’absurde. Quitte & considérer une sous-suite, on peut supposer qu’il existe a > 0 tel que
Vk e N, (T, ¢r)| > 2a.

Comme
VEeN,  (T,pp) = lim (T}, ¢p),
J—+oo

on en déduit pour tout k l'existence d’un j; tel que
KT, o) 2 a > 0.
Or ce résultat est impossible par suite du lemme suivant. Le théoréme est prouvé. a

Lemme. Si(T}) est une suite de distributions telle que

Vo € D(), 3c, >0, sup (T, )| < Cyp
keN

alors pour toute suite (¢r) qui tend vers 0 dans D(2), on a

k—-+o00
Preuve du lemme. Supposons que le lemme soit faux. Quitte & considérer une sous-suite, on peut supposer qu’il
existe ¢ > 0 tel que |(Tk, ¢k} > ¢, pour tout k € N.
La convergence de (py); vers 0 dans D(Q) signifie qu’il existe un compact K de € tel que le support de ¢y soit
inclus dans K pour tout &, et que
Vo € N sup |0%pr| — 0.
K k—-+o0

Quitte a considérer une autre sous-suite, on peut supposer que

1
Vk e N, Va € N, la| <k = s;p [0%pr| < i

Posons ¢, = 2k<pk. Nous avons encore
1
Vk € N, supp ¥ C K et Vo € N o <k = sup|0%Yy| < ok (a)
K )

Et donc
(Te i) = 28T, )| > 2F¢ — +o0. (b)
k—+o00
On forme maintenant les suites (T}, ) et (1) : on choisit T}, et ¢y, de fagon & avoir [(Tk,, ¥y, )| > 2.
Supposons T, et ¢, pour j =1,...,v —1 construits.
Puisque 9 — 0 dans D(Q) quand k — +oo, on a (T}, 1) — 0 quand k — +ooet j =1,...,v — 1.
Gréce a (a), il existe un rang N tel que

1

Vi=l...v=1 VExN, [Ty, vn)] < 5 (¢)
Notons, pour j = 1,...,v — 1, ¢j = supy, [{Ty, ¥, )|
Grace a (b), il existe un k, > max(ki,...,kv—1) + 1+ N tel que
v—1
(T )] 2 Y+ v+ 1, (d)
j=1

Les distributions T}, et les fonctions 1)y, ainsi construites possedent en vertu de (c) et (d) les propriétés suivantes :

Visloow=1 [T < 5 (e)
v—1
Tk, k)| =Y (T i) + v + 1. (f)

J=1
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Posons ¢ = 322 4y, 1l découle de (a) que cette série converge dans D(2) donc ¥ € D(Q) et

(Th,, ) = (Th,, Yr,) + D> (Th,, ¥r,)-

-

S
o
T =

Compte tenu des inégalités (e) et (f),

2j—v
j=v+1 Jj=r+1

v-1 too +o0 1
(T, ) > (T o) = > W Tyt ) = D (T p ) 2 v 41— > =v
j=1

Ceci prouve que [(Ty, , )| = 400 quand v — 400, et ceci contredit le fait que la suite ((Tj, %)) est bornée. Le
lemme est donc prouvé. O

4. Multiplication des distributions par des fonctions C*™.

Soit f une fonction localement intégrable sur un ouvert {2 de R” et g une fonction C'™ sur
Q. On sait définir la fonction gf par (gf)(z) = g(x)f(x). Cette fonction vérifie la propriété
suivante :

Vo € D(Q), /Q(gf)w = /Qf(gso)-
Cette propriété est a la base de la définition suivante.

4.1. Théoréme et définition. Soit ) un ouvert de R" et g : Q@ — C une fonction de
classe C*°. Soit T une distribution sur . On définit la distribution notée gT par

Vp € D(Q)7 <gT7 90> - <T7 g§0>'
On vérifie (Exercice 1.8) qu’on a bien défini ainsi une distribution.
Exercice 1.9. Montrez que :Evp(%) =1.

Exercice 1.10. Montrez que l’espace des solutions de "équation T = 0 dans D'(R) est le
sous-espace {cdy, ¢ € C} de D'(R). On pourra si p,0 € D(R) avec 8(0) = 1 montrer que
o(x) — p(0)0(x) est de la forme xzip(x) ot ¢ € D(R).

Exercice 1.11. On se propose de montrer qu’il n’existe pas de produit sur l’espace des
distributions qui soit associatif et tel que le produit d’une distribution T et d’une distribution
T, associée a une fonction ¢ C* a support compact coincide avec le produit T définit
précédemment de cette distribution T par cette fonction ¢. Prenons 2 = R. Posons R = &y,
S=uetT =uvp(l). En calculant R(ST) et (RS)T, conclure.

5. Dérivation des distributions.

Soit f une fonction C*° sur un intervalle I ouvert de R. On sait définir la dérivée de f.
Cette fonction vérifie la propriété suivante :

Y € D(I), /f’<;7 = —/f@’-
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Cette propriété s’obtient par intégration par parties.

Si maintenant f est une fonction C* sur un ouvert 2 ouvert de R", on sait, pour a € N”
définir la dérivée d’ordre o de f. Cette fonction vérifie la propriété suivante :

Ve € D), / (@ f)p = (~1) / £(0°9).

(Exercice 1.12. Vérifier cette affirmation.) Cette propriété est & la base de la définition
suivante.

5.1. Théoréme et définition. Soit Q un ouvert de R" et T une distribution sur Q. Si
a € N, on définit la distribution dérivée d’ordre o de T motée 0“T par

Vo eD(Q),  (0°T,¢) = (=1)"NT,0%).
On vérifie (Exercice 1.13) qu’on a bien défini ainsi une distribution.

Exercice 1.14. Montrez que In|z| définit une distribution sur R et calculez la dérivée de
cette distribution.

5.2. Proposition. L’application 0* : D'(Q) — D'(Q) est linéaire continue.
Preuve. Exercice 1.15.

5.3. Théoreme. Soit  un ouvert de R" et soit f une fonction différentiable dans Q telle

que les dérivées partielles a‘%, e % sont dans L},.(Q). Alors
oT
el T .
a:)']j oz

Exercice 1.16. On se propose de montrer le théoréme précédent.
. Montrez qu’il suffit de prouver que, pour toute p € D(Q),

Op(x) , [ Of(x)
_/Qf(aj) oz dm_/@ oy P
. Soit o € D(Q).

. Montrez que si le support de ¢ est inclus dans un parallélépipéde Jay, bi[X - -+ X]a,, by[C Q,
[’égalité précédente est vraie.

. Montrez qu’il existe un nombre fini de parallélépipédes dont la réunion contienne le support
de .

. Conclure.

5.4. La formule des sauts. Soit I un intervalle de R, a € I et f: I\ {a} une fonction
de classe C' telle que les limites de f en a & droite et & gauche existent. Alors

Ti =T; + (f(a) = fa"))da.

Preuve. Exercice 1.17. O
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Nous introduisons maintenant la notion de solution fondamentale d’un opérateur aux déri-
vées partielles linéaire et a coefficients constants.

5.4. Définition. Soit 2 un ouvert de R” et D : D'(Q2) — D'(2) un opérateur aux dérivées
partielles linéaire a coefficients constants de la forme

D= Zaaa(’

ael

ou I est une partie finie de N” et les a, sont des nombres complexes. On dit que la distribu-
tion T est une (il n’y a pas unicité en général) solution fondamentale de D si et seulement
si DT = 5().
Exercice 1.18. On identifie le plan complexze C et R%. Pour z = x + iy, on pose % =
%(% + 10%) Montrez que la fonction i définit une distribution solution fondamentale de
) 1z
1

Uopérateur %. On pourra utiliser la suite de distributions T, = TTEST
nZ

6. Restriction et Support d’une distribution.

Soient ) et Q2 deux ouverts de R" avec Q1 C Q. Toute fonction ¢ € D(€) se prolonge par 0 en dehors de
pour définir un élément de D(2). Cette injection de D(;) dans D(2) est continue (dans le sens que si une suite
(¢n)n de D(Q) tend vers 0 dans D(§), elle tend vers 0 dans D(Q2)) . Elle permet donc de définir un opérateur
de restriction de D’ () dans D' (1) qui & toute distribution T € D’'(Q3) associe 1'élément de D’'(z) donné par

<ﬂgh,c,o> = (T, ¥), pour toute ¢ € D(Q).

6.1. Théoréme de recollement. Soit (;);c; une famille d’ouverts de R" et pour tout j € J, soit Tj € D'(£;).
On suppose que la famille (Tj); satisfait la condition de compatibilté suivante :

Tiio,ne, = Thia,na pour tous j, k € J.

Alors il existe une unique distribution T sur Q = J.c; Q; telle que la restriction de T a chaque Q; soit Tj.

jed

Preuve. Soit K un compact de Q. Il existe une partie finie I C J telle que K Cjer €;. Il existe donc une suite
finie (¢;); € I telle p; € D(€;) et telle que 0 < ; < Let 35, p; =1 au voisinage de K. Si ¢ € D (Q2), on pose

(T, 0) =D (T}, 005)-

jeI

Observons d’abord que T' ne dépend pas du choix de la suite (¢;). En effet, si I’ est une partie finie de J telle que
K C Ujer % et si ¢y, € D() pour k € I’ est une suite finie telle que 0 < b, < 1et >; 1t = 1 au voisinage

de K, alors

jel jel kel

=D Ty, e0it)

jeI ker

=D (T, opitn)

kel jel

=D T eeitn) = Y (Th o).

kel jeI kel

D’autre part, on voit que T : Dk (Q) — D () est continue. Donc T € D'(Q). 1l est clair que la restriction de T &
chaque €2; est précisément 7). Finalement, I'unicité de T découle de sa définition. a
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6.2. Définition. Soit  un ouvert de R” et soit T € D'(2). On appelle ouvert d’annulation de T tout ouvert U
de Q2 tel que la restriction de T" & U est nulle.

6.3. Proposition. Soit Q un ouvert de R" et soit T € D'(Q2). Alors il existe un plus grand ouvert d’annulation
de T.

Preuve. Soit Op la réunion de tous les ouverts d’annulation de T'. Montrons que O est aussi un ouvert d’annulation.
Soit K un compact de Op. Alors il existe un nombre fini Uy, ..., Uy d’ouverts d’annulation tels que K C U_/V:I U;.

On prend une partition de P'unité ¢; € D(Uj) telle que 0 < ¢; < 1 et ZJV:1 ¢; = 1 au voisinage de K. Sip € Dg(Q)
alors (T, p) = Zjvzl (T, ¢pj), ce qui montre que T' s’annule sur Op. O

6.4. Définition. Soit  un ouvert de R" et soit T € D'(Q2). On appelle support de T et on note supp 7T le
complémentaire dans 2 du plus grand ouvert d’annulation de T'.

Exercice 1.19.

. Soit Q un ouvert de R" et soit a € Q. Montrez que supp d, = {a}.
. Montrez que supp vp[%] =R.

6.5. Définition. On note £'(Q) 'ensemble des distributions & support compact.
Nous avons le théoréeme suivant :

6.6. Théoréme. Toute distribution T € £'(Q) est d’ordre fini. Plus précisément, si N est l'ordre de T, pour tout
voisinage compact K de supp T, il existe une constante C' telle que

Vo € D(Q), (T, )| < C sup sup|0®p(z)].
|a|<N zeK

Preuve. Soit L le support de T. On prend une fonction € & support compact dans 2 qui vaut 1 au voisinage de L.
On en déduit que si ¢ € D(Q2) alors ¢ — Oy est nulle au voisinage de L = supp T donc ¢ — p € D(Q\supp T') et
donc (T, p) = (T, 0¢). Soit K un compact de 2. Soit M le support de 6 qui est donc un compact de €. Il existe
N e Net C >0 tel que si p € D (), alors

KT, )| = (T, 0p)| < C sup sup|0®(0yp)|
la|<N M

Or, si |a| < N, grace a la formule de Leibniz,

sup|9°(0p)| = sup [9°(0¢)] < ' <supsup839|> <supsup|a%|)
M KNM K B<a

M p<a
et donc
KT, )| < C" sup sup |0*(0y)|
la|<N K
olt C” et N sont donc indépendantes de K. O

6.7. Extension de la dualité. Si T € £'(Q) et si 6 est une fonction dans D(Q2) telle que § = 1 dans un
voisinage de supp T, alors pour tout ¢ € C*(), (T, ¢f) est indépendant de Iapplication @ choisie (Exercice 1.20 :
le vérifier). On prolongera donc l'action de T sur C*°(£2) par la formule précédente. Ceci explique la notation
&'(Q) employée pour désigner I'ensemble des distributions & support compact : £(2) est en effet une notation
communément employée pour désigner I'espace C* ().

7. Convolution des distributions.

Dans le reste de ce chapitre, nous écrirons D, D', € et £ au lieu de D(R"), D'(R"), E(R™) = C°(R") et &'(R™).
Si f est une fonction sur R" et € R”, nous noterons 7, f et f les fonctions définies par

() =fly—=),  fly)=f(-y).
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Si f et g sont des fonctions définies sur R”, on a

Jly —2)g(y)dy = /R” f(w)g(z + u)du

R»

si ces intégrales existent et leur convolution est définie par

fra@) = [ fata =y

pourvu que cette intégrale converge. Il devient alors naturel de définir la convolution d’une distribution avec une
fonction de D de la maniere suivante :

7.1. Définition. Soit 7' € D’ et » € D. On note 7,/ T la distribution définie par (1,7, ¢) = (T, 7). On définit
la convolée de T' et ¢ comme étant la fonction qui & z € R" associe (T, 7). On la note T * .

Nous avons le théoréme suivant :

7.2. Théoréme. Si T € D', p,v € D, alors

cT2(T* @) = (1T) % o =T % (15) pour tout v € R™.

T % @ est C* et, pour tout o € N,
AT x @) = (0°T) x o =T  (0“¢p).
Tx(pxip) =(Txp)x.

Preuve.

. Siy e R, (T*o)(y) = (T, 7y@). Donc [1,(T * p)|(y) = (T, 7y—2@). Or,si z € R", 7y_,@(2) = ¢(y —z — 2) et

[y (T ))](2) = oy — = — 2) done (T, 7y—up) = (T, 7((T2¢))) = (T * (7)) (y) et donc (T + ) = T * (T20)-
(Si y )6 R, () 0)(y) = (72(T), 7y %) = (T, 72 [(7y@)]) avec 72 [(7y@)](2) = ¢y — 2 — 2) et done 7o (T p) =
T.T) * @.

. Montrons d’abord que, si @ € N", alors

(0°T) x o =T = (0%)

On a (0°T) x p(x) = ((0°T), @) = (=1)(T, 0% (@) = (T, 7 [(0%¢)]) =T * (0“¢)(x)
Si h = (h1,0,...,0) avec hy # 0 alors

T*(p(erf]Ll)fT*cp(x) _ T,;,T*ffT*go(x): {T,;Lz;fT *4 (z) = {T* T,]Ltp7<p:| ().
1 11 1

Pour conclure que T * ¢ est dérivable et que 01 (T * @) = T * (91¢), il suffit de montrer que la famille de fonctions
% tend vers 01 pour la topologie de D. Le résultat général pour o € N quelconque s’obtiendra alors par
récurrence sur |al.

11 suffit donc de montrer que, pour toute suite h; de réels qui tend vers 0, la suite ¢; = %(T,(;Lj 0,..0)¢ — ) tend
vers 01¢. Remarquons tout d’abord que supp ¢; est inclus dans (supp ¢) U (supp ¢ + h;) et donc qu'il existe un
compact K tel que, pour tout j € N, supp ¢; est inclus dans K car (h;) tend vers 0. Il reste & montrer que les
dérivées d’ordre 8 pour 8 € N" de ¢; — ¢ tendent vers 0 uniformément sur K quand j tend vers 400 pour conclure.
On remarque que, pour (z1,...,&,) € K,

1

d° <F(Tf(h/,0,m,o)<ﬂ —¢) = E‘)up) (@1, 2n)
j

8390(351 - h_77 L2y - 7-Tn) - 8699('”1 s L2y 737n)

= 5 —518‘3(;(:“,...,1‘71,)
‘j

donc

1
o’ (;(ﬁ(h,,o‘...,o)sﬂ —p) - 31@) (x1,...,2n)
J

Po(z1 — hj,29,...,2,) — (21,20, .., T0)

< \ — 00 p(en, . 0)| < Ihylsup 820
h]' K
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d’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange, et donc

S/ 1
sup ‘95 (7(77@,.0,,,..0)@ —¢) - 0190) (T15 . w0)
€K lj

< |hy] sup 0707 )|

tend vers 0 quand j tend vers +oo ce qui termine la preuve.
iii. Siz € R", on a

(T (px))(@) = (T, (e xU)]) = (T2 = (px ) (-2 +2)) = (T, 2~ N px —z —y)b(y)dy).
YR
Le support de Papplication z j:yeR“ o(x — z — y)Y(y)dy) est x — ( supp ¢ + supp ¥ ) = K, et l'intégrale
précédente est en fait une intégrale portant sur les y € (x — K, — supp ) Nsupp®. Notons L, le compact
(z — K, —supp ¢) Nsupp ¥ et soit A, un nombre réel positif tel que L, C [—A;, A;]". En écrivant cette intégrale
comme une limite de sommes de Riemann, on peut écrire
N
T—z— dy = lim ANinve(r —z — yj; N
| ete == - v i D hivele == 15 )6l05)
oltles A\j v > 0 et y; v € L. Plus précisément, si F' est une fonction C* sur [a,b] et My un majorant de la dérivée
seconde de F', I'inégalité de Taylor-Lagrange nous donne

2
F(®) -~ Fla) - (b - a)F @] < 202

En particulier si f est continue sur [a,b], la fonction F(x) = [7 f(t)dt vérifie cette inégalité et donc

(b-a)’

b
[ s = o -ays@)| < 3 L5

olt M; est un majorant de f’. Si on décompose [a,b] en les N intervalles [a + b;\—,“k,a + b]’\—“(k +1)] pour k =

0,...,N — 1, si on applique 'inégalité sur chacuns de ces intervalles et si on somme ces inégalités, on obtient
b b—a~ b—a (b—a)?
t)dt — —k || <M,
[ st S (o Ptk an
(c’est la méthode des rectangles). En particulier, pour z € K, on a
N-1
2A, 2A, 24,
x—z—y)Y(y)dy — r—z+a—k b(—a+k
Sy Py e S )p(—a+ BT

En appliquant cette inégalité aux fonctions z f[f A A ol — z — y)Y(y)dy et ainsi qu’aux dérivées z —
f[—A,ﬁA_,]" P o(x — z — y)(y)dy, on en déduit que la suite de fonctions & supports dans K,

N-1

2A,
Z Z Nc,p(x—z-i—a—k

24,
N

24,
~ )

Yp(—a+ k

converge uniformément ainsi que ses dérivées sur le compact K, vers la fonction

Z / o(r — 2z —y)(y)dy.
(A, A"

On en déduit que

Tom e yeRr ex =z —y)(y)dy) =
= lim sz1 2A1’<T-Z'—>4,9(37—Z+a—k'2AL)>q/)(_a+k2Aw)
N—+oo S N ’ i
N—r+o00 N N ~
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La fonction 7" * ¢ est C*°, donc continue et donc la derniére limite est une somme de Riemann qui converge donc
vers

[ @eoe-vuwiy= [ @z ooz - o
yeRn

yeRn

Autrement dit, on a montré qu'on peut permuter l'action de la distribution T' avec 'intégration par rapport a y,
c’est-a-dire qu’on a

<T, z AeR“ ol —z— y)w(y)dy> = /yeR” (T, 2 = p(x — 2 —y))b(y)dy.

On a alors

/ YT, 2 oz — 2 — y))dy = / Yz -y 0T,z o> oy — 2))dy
yeR

y'eRn

ol on a posé iy = x — y, et cette derniere intégrale vaut
| e =)@ o)) = (T ) b))
y R

O

7.3. Définition. Si T € &' alors T peut alors agir sur £. On peut donc en particulier définir T * ¢ pour ¢ € &
par la formule T * ¢ = (T, 7,9).

Nous avons alors le théoreéme suivant :

7.4. Théoréme. SiT € &, o € € ety € D, alors

. Te(Tx @) = (1,T) % p =T % (1) pour tout € R™.
.

T % ¢ est C* et, pour tout o € N,
0T )= (0"T)xp=Tx(0%).

Tx(pxtp)=(Txp)xy = (T x1p) x .
T+ eD.

Preuve. Les points i, ii et i se prouvent de maniere analogue. Il reste le point iv, c’est-a-dire qu’il reste & montrer
que T %1 est a support compact. Plus précisément, nous allons montrer que supp 7' x v C supp T + supp . Pour
cela, soit ¢ (supp T + supp ¥). Or supp 7,9 = 2— supp . Et (z— supp ¥) N supp T = § puisqu’on a supposé
que z ¢ (supp T + supp v). Et donc T * ¢(x) = 0, ce qui prouve bien que supp 7" * 1) C supp T + supp . a

Nous pouvons maintenant définir la convolée de deux distributions dont une est & support compact.

7.5. Théoreme et définition. Si S et T sont deuz distributions dont l'une au moins est ¢ support compact,
alors il existe une unique distribution que l'on notera S T qui vérifie, pour tout ¢ € D, (S*T)x o = S* (T *p).

Preuve. Si T est & support compact alors T' % ¢ € D(R) et donc S * (T * ¢) a bien un sens. Si S est & support
compact, alors T * ¢ € E(R) et donc S * (T * ) a bien un sens. Il existe alors une unique distribution U telle
que U % p = S * (T * ¢). Pour voir 'unicité il suffit de remarquer qu’on a nécessairement (U, p) = (U * ¢)(0) =
[S * (T * ¢)](0). Montrons que U ainsi définie est bien une distribution. Si ¢; est une suite de fonctions qui tend
vers 0, alors il existe un compact K qui contient tous les supports des o; et tel que, sur K, toutes les dérivées des
; tendent uniformément vers 0. On en déduit que toutes les dérivées de (T * ¢;) tendent uniformément vers 0 sur
tout compact de R" et donc que [S * (T * ¢;)](0) = (U, ¢;) tend vers 0 donc que U est bien une distribution. On a
alors

(U o) (x) = (U, @) = [U * (@) ](0) = [S (T * (2 2))](0)
=[S (T (-2))(0) = [S* 7o (T # ) )(0) = 72 [S (T * 9)}(0) = [S * (T x p)] (),

d’ott le résultat. a

Enfin, nous avons le théoréme suivant :
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7.6. Théoréme. Soient R, S, T € D'.

. Si au moins une des distributions S et T est a support compact, alors S+T =T x S.

0.
id.
.
. Si au moins une des distributions S et T est d support compact et si « € N, on a 8%(Rx*S) = (0*R)xS = Rx(9*S).

Si au moins une des distributions S et T est a support compact alors supp (S *T) C supp S+ supp T.
Si au moins deux des distributions R, S et T sont a support compact, alors (R+S)*T = R+ (S*T).
Pour toute distribution T, do * T =T.

Preuve.

. Si p,¥ € D, puisque la convolution de fonctions est commutative, le point ii du théoréme 7.2 implique que

(S*T)(px) =S (Tx(px1)) =S+ (Txp)x) =5 (P * (T * ).

Si supp T est compact, appliquons une fois encore #ii du théoreme 7.2 tandis que si supp S est compact, on applique
le point #4i du théoreme 7.4. Dans les deux cas, nous avons

(SxT)(pxt) = (S )= (T x ).
Puisque ¢ * 1 = ¥ * ¢, le méme calcul donne
(T % 8) * (p#1p) = (T @) % (S * 1))

On a donc
(SxT)(pxtp) = (T *8)* ().

Pour conclure que S T = T % S, il reste & montrer que si U est une distribution telle que U * ¢ % ¢ = 0 pour
tout ¢, % € D, alors U = 0. Pour cela on remarque que si ¢ € D et si 6 est une fonction de D a support dans un
voisinage de 0 et dont I'intégrale vaut 1, alors 6;(x) = j"0(jx) est une suite de D et on a, pour z € R",

(oxt)a) = [

R

ol = )"0y = [ ple = uw/Dotu)du — pla) [ Ou)du = pla).

J—ro0

donc, comme U * (¢ x0;) =0, on a U * ¢ = 0 puis U = 0 puisque (U, @) = (U * »)(0).

. Si ¢ € D, un calcul simple nous donne

(ST, ) = (5, (T *2)).

D’apres i, nous pouvons supposer que supp 1" est compact. La démonstration du point v du théoréme 7.4. montre
que le support de T * ¢ est contenu dans supp 7' — supp ¢. En particulier (S * T, ¢) = 0 & moins que supp S ne
coupe supp ¢ — supp 71, c’est-a-dire a moins que supp ¢ ne coupe supp S + supp 7.
Nous concluons d’apres ii que

(RxS)*T et Rx(S=T)

sont définies si au plus un des ensembles supp R, supp S et supp 7' n’est pas compact. Si ¢ € D, on a
(Rx(S*T))xo=Rx((S*xT)*xp)=Rx (S« (T*¢p))
Si supp T est compact, alors
(RxS)«T)xp=(RxS)(Txp)=Rx (S« (Txyp))

car T x ¢ € D d’apres iv du théoreme 7.4. On obtient donc le résultat dés que supp 7" est compact. Si supp 7'
n’est pas compact, alors supp R est compact et le cas précédent combiné avec la propriété de commutativité ¢ nous
donne

R+ (S*T)=Rx(T*S)=T*S)*R=T*(S*R)=Tx*(RxS)=(RxS)xT.

iv. Si ¢ € D, alors § * p = ¢ car

(%0 * ) () = (b0, 2 ¢) = (720)(0) = ().

Donc les parties #ii ci-dessus et 7 du théoréme 7.2 nous donnent
(0%R) x o = Rx (0%p) = R (0%(d0 x ¢)) = Rx (90%d0) * .
Cela découle de v, iii et 7 :

O“(R*8) = (0%0) * (R*S) = ((0") * R)* S = (0"R) xS
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et de méme pour l'autre égalité. O
Enfin, nous avons le théoréme suivant qui justifie 'intérét des solutions fondamentales.

7.7. Théoreme. Si D est un opérateur linéaire a coefficients constants sur R" et E une solution fondamentale
de D alors, pour toute distribution T a support compact, T x E vérifie D(T « E) =T.

Prewve. Ona D(T*E)=T*(DE)=Tx6 =T O

Solutions des exercices.

Exercice 1.1. Si K CC €, on a deux cas. Premier cas : a € K alors, pour tout ¢ € Dk (), [(da, )| = |p(a)| <
supg |¢|. Deuxiéme cas : a ¢ K alors, pour tout ¢ € Dk (), ¢(a) = 0 et donc [(d4, ¢)| = 0 < supg |¢|.

Exercice 1.2. Si K est un compact et ¢ € D (£2) alors

(Tl < (suwie) [ 1

ce qui prouve bien que 7T est une distribution.

Exercice 1.3. Soit K un compact de R, A > 0 tel que K C] — A, A[ et ¢ € Dk (). Soit £ > 0. On a

Intégrons par parties ; nous obtenons :

A

#1) T =pl—g)ne — ne— _g/xnx x — /(z)1n |z|dz
./mx dz = p(=e)Ine - p(e)ne lAw()l\\d /_@()l\\d

T

Je

car p(A4) = p(—A) = 0. La fonction R} > z +— In|z| est localement intégrable sur R} car elle est continue sur R}
et

1
/ [Inz|de =eclne —e+1—. 1.

—€ A
lim (/ ¢ (z)In |:c|dm+/ ¢ (2)In |:c|d1>
=0 _A €

/ ¢ (z) In |z|dw.
R

Il en découle que

existe et vaut

Comme ¢ est C!, on a p(—¢)—p(e) = —2e¢'(0)+o(e) au voisinage de 0 donc (¢(—¢)—p(e))Ine ~ —2¢'(0) Ine —
0 quand € — 0. En particulier on a bien ’existence de

1
(UP(;)AP)
et 1
Vo € Dg(R),  Kop(=),9)l = ‘*/ ¢'(a) In |z|da Ssuplw/\/ |In |z]|dz.
T K K K

ce qui prouve que vp(%) est bien une distibution.

Exercice 1.4. Supposons qu’il existe une fonction f € L}OC(Q) telle que 6, = Ty. Soit 6 une fonction C*° a support
compact dans R" telle que 6(0) = 1. Posons ¢y (z) = 8(N(x —a)). On a supp oy = a + %supp 0, donc a partir
d’un certain rang, supp ¢x C Q. On a alors (Jq, on) = @n(a) = 1 et (Tf,on) = fQ feon. Orsi K est un compact
de 2 voisinage de a, il existe un rang M a partir duquel, pour tout N > M, on ait supp ¢y C K, ce qui implique
que, pour tout N > M, |fon| < |f|||0llolx € L1(Q) car f € L},. La suite de fonctions fon tend simplement
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vers 0 presque partout. Il découle du théoreme de la convergence dominée que (T, oN) —FN—4o00 0 ce qui est
contradictoire.

Exercice 1.5. C’est un corollaire immédiat du théoréme de représentation de Riesz.

Exercice 1.6. On a vu que si K est un compact de R, alors

Yo e Dr®), [yl =|- [ o) mielas

§sup|g0'\/ |1In |z||dx.
K K

Ceci montre que vp(%) est une distribution d’ordre inférieur ou égal & 1. Supposons que vp(%) ne soit pas une
distribution d’ordre exactement 1, mais d’ordre 0. On en déduit que, pour tout compact K C R, il existe une
constante C telle que

1
Vo € Dk(R),  [{wp(2),9)l < CSl;p lol-

On prend alors K = [0,2] et ¢; € D(R) qui valent 1 sur [%7 1] telles que 0 < ¢; < 1 et dont le support est inclus
1

dans [35,2]. On a alors

. , 1 Ldg .
vj e NY, <vp(;),¢j> 2/ — =j

et supg || = 1. Ceci contredit I'existence de la constante C' précédente et prouve bien que vp(%) est une distribution
d’ordre exactement égal a 1.

Exercice 1.7. Soit ¢ € D(R). Supposons supp ¢ C|— A, A[, ce qui implique en particulier que p(—A) = ¢(A4) = 0.
En intégrant par parties, nous avons

/+OO cos(jz)p(z)dr = /+A cos(jz)p(z)ds

—00 —-A

Donc
1 +00 ,
<= l¢'(z)ldz — 0,

J J-o Jj—+o0

[ contiorataris

ce qui prouve bien que cos jz tend vers 0 au sens des distributions.
Exercice 1.8. Soit K un compact de Q2. Soient N et C' tels que, pour tout ¢ € Dk (),

[T, )| < O sup sup [0%¢l.
aenn K

Jal<N

Si g € C*(Q), on a alors grace a la formule de Leibniz, pour o € N" et ¢ € D (1),

>(90) =D () @9 0).
99 §<5> 9 ¢

En particulier, pour |a| < N,

« 5 5 a
sup |0% < sup |8° >(su F >§ < ) sup sup |07 sup | sup 97
wlo*(ae)l < 3 () (suw 0l ) (suw i 7el) < X () (supsup o7l | ( supsup s

B<a BLa <N Pl
donc

sup sup |9 (g¢0)| < | sup 37 (“) sup sup [07g] | [ sup|sup 7|

aeNt | e £ 5 K vent K qent

Jal<N lal<n B<a <N <N
et

e . -
(T, )| = (T, g9)| < C | | sup Y sup sup [97g| | | | sup|sup 8¢
aeNn ﬁ K yeNn K qeNn

<y B<a <N Y
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ce qui montre bien que g7 est une distribution.

Exercice 1.9. Soit ¢ € D(R). On a

1 1 . zp(x) . oo
zop(—),p) = (v ,xp(x)) = lim ———~dx = lim r)dr = x)dx = (1, p),
@op).0) = {wp()pte) =l | pa)e = [ " pl)s = (L¢)

x x e—0 x e—0 |z|>e
donc zvp(L) = 1.

Exercice 1.10. On suit 'indication proposée. La fonction f(z) = p(z) — 0(z) est de classe C! et vérifie £(0) = 0.
Donc

f@) = [ 7= | )

grace au changement de variable t = xu. Le théoreme de dérivation sous le signe somme montre que

1
() :/0 f'(zu)du

est de classe C* et que pour tout k € N,
1
) () :/ u® FOHD (gu)du.
0

En effet, cela découle du fait que, si M}, est un majorant de |f ®)| sur R (qui existe car f est & support compact et
qu’il en est donc de méme pour les dérivées de f), alors

uf fED (u)| < Myiqu®

qui est intégrable sur [0,1]. Il reste & vérifier que v est & support compact : si x € R et si @ & supp ¢U supp
0 U {0}, alors p(x) — ¢(0)8(x) = z¢p(z) = 0 car ¢(z) = 0(x) = 0, ce qui implique que ¢(xz) =0 car x #0. On a
donc 1 € D(R) et supp 9 C supp U supp 6 U {0}.

Nous avons donc,
(T, ) = (T, 0(0)0(x) + atp(x)) = (0T, 0) + (2T, 9 (x)) = p(0)(T )

car T = 0, et donc
(T, ) = (T, 0) (0, ¥),

ce qui prouve que T' = ¢dy avec ¢ = (T, 8) € C.

Exercice 1.11. Nous avons, d’aprés 'Exercice 1.9, ST = 1 donc R(ST) = R = dy.
Nous avons maintenant RS = 0, donc (RS)T = 0 # R(ST).

Exercice 1.12. La propriété énoncée est vraie si ) est un intervalle ouvert de R (par récurrence sur l'entier a).
Elle est donc vraie si € est un ouvert quelconque de R. En effet, tout ouvert de 2 de R est réunion dénombrable
d’intervalles disjoints. Il suffit pour cela de considérer la relation d’équivalence R sur € définie par Ry si et
seulement s’il existe un intervalle ouvert I, contenant z et y et inclus dans 2. On vérifie aisément que c’est bien
une relation d’équivalence. On remarque ensuite que les classes d’équivalences sont des intervalles ouverts (en fait
la classe d’équivalence de z est la composante connexe de 2 contenant x). Comme Q est dénombrable et que
chaque classe d’équivalence contient au moins un rationnel (par densité de Q), on en déduit que ensemble des
classes d’équivalences est donc au plus dénombrable et donc que Q est réunion dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints.

Si maintenant ¢ € D(€2), on en déduit que supp ¢ est inclus dans une réunion finie d’intervalles ouverts disjoints
I,...Ix (par compacité de supp ¢) de Q et donc que

N N
/Q(aaf)‘fozigl:/l/(aaf)tp:(—1)“;/17]9(3‘”@): (_1)u/ﬂf(aa¢)7

et donc la propriété est vraie quel que soit 'ouvert £ de R.
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On raisonne maintenant par récurrence sur la dimension n de R". Soit n € N, n > 2. Supposons que cela soit vrai
au rang n — 1. Si maintenant  est un ouvert de R", f € C*(Q) et p € D(Q), on a

J00= [ o, O Do

olt on a noté R" > & = (z1,29,...,2,) = (21,2) avec 2’ = (v2,...,2,), & = (ag,...,ap) et ot Q, = {2’ €
R (21,2') € Q} qui est ouvert car Q, est I'image réciproque par I'application continue R"™! 3 2’ i (z1,2') €

R™ de Q. On a alors
/ aa / / aa 8&1 )
z1€R Ja'eQ,,

L’hypothese de récurrence nous donne

[ egerne=c0 [ @)
z'eq) e

) - )

L@ ne=cu [@rs

Le méme raisonnement mais en tranchant par rapport & 2’ nous donne

/(801 / / 8&1 8& )
Q z'eRn-1 JQ

ot ' est I'ouvert de R défini par Q¥ = {z1 €R, (z1,2') € Q}. En particulier,

| e n@e =i [ serae
/Q(aa \a|/ £

Exercice 1.13. Soit K un compact de Q. Comme 7" est une distribution, il existe N € N et C > 0 tels que

et donc

donc

et termine ’exercice.

Vo € Dg(Q),  [{T,) < O sup sup|d’l.
bew E
En particulier,
Vo €Dk (), [(0°T, ) =T, 0%)| < C sup sup [07+p| < C sup sup [07|.
181=N \ﬂﬂ\ \\"\

ce qui prouve bien que 9“7 est une distribution sur 2.

Exercice 1.14. On a vu dans 'Exercice 1.3 que In |z| est localement intégrable sur R donc définit une distribution
et que,

1
Ve €DR),  (op(2), ) = —(Infal,¢)
et donc (In|z|)’ = vp(L) au sens des distributions.

Exercice 1.15. Il suffit de montrer que si une suite de distributions 7T}, tend vers 0 alors, 0“T,, tend vers 0. Or T},
tend vers 0 si et seulement si, pour toute ¢ € D(Q), (T, p) — 0. En particulier, comme pour toute ¢ € D(),
(9T, ) = (=1)I°NT,,, 8*p) — 0, le résultat en découle.

Exercice 1.16.
. Sion le montre pour la dérivation par rapport & xy, le résultat se prouvera de maniere analogue pour les dérivations
par rapport aux autres ;.
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. a. Ona

.\ Op(2) / h dp
- dr = — ceeydm ) o s L2y ey nd d dn
/ﬂj(x) o1 T Suspestaninl \Ja Sz i) (ot ma)dan ez o de

1

Prouvons maintenant que si u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle ]a,b[ de R telle que v’ €
L} (la,b]) et v € D(Ja, b]) alors

b b
/ o (z)v(x)de = —/ u(z)v (2)dz.

Cela découle du fait que si w est une fonction dérivable sur Ja,b[ dont la dérivée est intégrable sur tout compact
le,d] Cla, b alors w(d) —w(c) = fﬂd w'(t)dt. Attention : cette égalité n’est pas triviale car w’ n’est pas continue !
Il s’agit d’un théoreme du a Lebesgue et nous renvoyons le lecteur a un ouvrage d’intégration ou par exemple a
louvrage de W. Rudin, “Analyse réelle et complexe”, Masson, page 161, théoréeme 8.21. En particulier, appliquant
cela & la fonction w = wv sur un intervalle [c, d] tel que supp v Clc, d[ nous obtenons

d
= u(d)v(d) — u(c)v(c) = / (v +ovu')

b d rd b
/ U/'U = / 'U/'U = — / 'LL'U/ = — / 'LL'UI‘
a c Je Ja

Revenant a 'intégrale initiale, nous avons donc

donc

by

Op b
flzi,za, . xn) —— (21,22, . .., 2 )day :7/ ——(x1,22,...,2p)p(x1, T2, ..., Tp)dx].
n 0‘/1:‘1 n o 01:1 n n

Jay

d’ou le résultat demandé.

b. La compacité du support de ¢ entraine le résultat.

. On prend une partition de I'unité adaptée a la famille de parallélépipedes Py, ..., Py précédente, c’est-a-dire qu'on
prend des fonctions ¢1,...,@N telles que supp ¢; C P; et telles que ¢1 + -+ + ¢y = 1 sur supp ¢. On a alors

350 smpf of
JRCE-E Z/f Z/ T @lep)@s = = [ S @pla)dn

d’ou le résultat.

Exercice 1.17. Si I = |a, 8] (] signifie | ou [ et & € RU{—o0}, 8 € RU{+0c0}), et si ¢ € D(I), on a

a” B
Ty ) = / F(@)p(e)dz + / F@)p(@)dz = [f(z / F(@) (@)t

+f(e / fa — fa")pla) — fla*)pla®) - /1 F(@)d! (2)de
= (f(a™) — fla"))pla) — (T}, ).

Exercice 1.18. Pour montrer que la fonction % définit bien une distribution, il suffit de montrer qu’elle est
localement intégrable sur C. Comme cette fonction est continue sur C\ {0}, elle est donc localement intégrable sur
C\ {0}. Pour conclure, il suffit de montrer qu ‘elle est intégrable sur tout voisinage compact de 0, et donc il suffit
de montrer que pour tout R > 0, f ls|<R Il\ < +400. Pour cela, on passe en coordonnées polaires :

. R ™
/ dzdy:2ﬂ/ @:27R<+oo
i<k |2l o T

ce qui montre bien que E définit bien une distribution 7'
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Le théoreme de la convergence dominée montre maintenant que 7}, tend vers T. En effet, si ¢ € D(C), la suite de

o(z) Iw(z‘)\ 1

fonctions mcp(z) converge simplement vers et est majorée en module par o dui est intégrable car

est localement intégrable sur C. Et donc
z ©(2)
2 (2 — <)
/(C‘Z‘z‘i’,%z(p( )71a+oc/c z

La continuité des opérateurs de dérivations partielles (proposition 5.2.) montre que %Tn — d%T Pour calculer

ce qui montre bien que 7,, — T

%T, il suffit donc de calculer lim,;, 4 o (%Tn. La distribution 7}, étant associée & une fonction C*°, la distribution

z

%T,L est donc la distribution associée & la fonction oi (1 z > On a

s \ TP

o= N__ v (o
0z \ [P+ L) LR+E (22 (A2 + &)

donc, si ¢ € D(C), on a

T, 1 %
<82 ’@:/(c;m@(z)dm(z)’

ot dm(z) est la mesure de Lebesgue sur C. Posons z = 77 dans cette intégrale, nous obtenons

T, 1 1 w
(02 ) :/C;WW(EWW(M)

Si M est un majorant de |¢| alors

1 (w) < M
(w1270 = (P +1)2

qui est intégrable sur C car, en passant en coordonnées polaires,

/ dm(w) 9 /+00 rdr /*00 du < 4oo
_ — o - —7r — =7 .
c (lwp +1)? Joo (17 Sy (wt1)?

En utilisant le théoreme de la convergence dominée, comme

n

1 w

E o

(lw|z2+1 )

n
tend simplement vers

1
W@(OL

on en déduit que

oT, 1 1 _ 1 dm(w)
( oz ) 7,_T+>x[C ;Ww(o)dm(w) = W(O);/«:W = ¢(0)

d’apres le calcul fait précédemment. Et donc ‘5—; = dg-
Exercice 1.19.
. O\ {a} est un ouvert d’annulation de §,. En effet, si ¢ € D(Q\ {a}), alors supp ¢ est un compact de 2\ {a} et
donc ¢(a) = 0, ce qui implique que (d4,¢) = 0. Si maintenant Q \ {a} n’est pas le plus grand ouvert d’annulation
de d,, alors Q est le plus grand ouvert d’annulation de J,, ce qui veut dire que d, = 0, ce qui est absurde. On en
déduit que le plus grand ouvert d’annulation de d, est Q\ {a} et donc que supp d, = {a}.
. Il suffit de montrer qu'un ouvert d’annulation de T' = vp(%) est vide. Supposons donc que 2 soit un ouvert
d’annulation de T" non vide. Tout d’abord, on ne peut avoir = {0} car {0} n’est pas ouvert. Et donc, il existe
a € R\ {0} tel que a € Q. Supposons a > 0 (le raisonnement sera identique si a < 0). Comme € est ouvert, soit
a > 0 tel que Ja — o, a + a[C Q. On peut supposer a < a, si bien que Ja — o, a + a[C RY. Soit maintenant une
fonction ¢ € D(Ja — a,a + af, positive et telle que ¢ = 1 sur Ja — §,a + §[. On a alors

a+tg dx

()= [ E >0

_a
2

donc <vp(l),<p) # 0 ce qui contredit le fait que € est un ouvert d’annulation de 7. On a donc bien prouvé que

x
supp Up(%) =R.

Exercice 1.20. Si ¢ € £(Q) et si 0 et Oy sont deux fonctions de D(Q) valant 1 au voisinage de supp 7', alors
(01 — 62)p € D(Q\supp T') donc (T, 01¢) = (T, 02¢).
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Rappels sur la transformée de Fourier.

1. La transformée de Fourier.

C’est une transformation d’une importance capitale en Analyse et plus particulierement en équations aux dérivées
partielles. Elle permet, entre autre, de transformer des équations aux dérivées partielles en des problemes algébri-
ques, souvent plus faciles a résoudre. Les distributions lui fournissent un cadre trés général adapté.

Heuristique. Nous essayons de généraliser la théorie des séries de Fourier aux fonctions qui ne sont pas périodiques
en faisant tendre la période vers l'infini. Soit f : R — R une fonction périodique de période T > 0. On va la
supposer suffisamment réguliere, de maniere qu’elle soit égale a sa série de Fourier. Sa série de Fourier est

e .
Z cn(f)e?mwt/T
n=-00
avec 7/
1 f )
ey = — / f(t)67277mt/Tdt7
T J 1)
donc

0 T/2 . .
f(I) — % Z </ f(t)e‘lﬂzvzt/Tdt) 62771711/1'.

n=-—o00 7”‘/2

Notons z,, = 2n7 /T, la formule précédente se rééerit

f(ﬁ) = % Z ?(In)emm” (-Tn+1 - In)

n=-—00

avec

- 7/2 ,
flx) = / f(t)e " dt.

~1/2

La somme précédente ressemble & une somme de Riemann de pas 27/T qui tend vers 0 quand 7' — +oco. Faisant
tendre formellement T vers +o00, on ”intuite” que

5@ = 5 [ Faea

avec

flu) = /j:c fz)e ™udy,

Soit n € N. Si z,y € R", on note (z,y) le produit scalaire usuel de z et de y, c’est-a-dire
que (z,y) = > ;_; xxys. On note aussi dz la mesure de Lebesgue sur R”, c’est-a-dire que
dr =dzxy---dx,.

Enfin, si € R" et si « € N, on note z® = z{" ... 2.

1.1 Définition. Si f € L'(R"), on définit la transformée de Fourier F(f) = f sur R par
la formule

R, F©O= [ fweodn
zeR?
f est bien définie, f € L¥(R") et || f]loo < [If]l1.
1.2. Remarque. De nombreuses conventions différentes existent en ce qui concerne la

définition de la transformée de Fourier. Certains auteurs remplacent ¢ par —i dans la for-
mule, d’autres remplacent ¢ par 27, etc .... La convention que nous adoptons ici est la
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convention la plus communément adoptée, notamment par I’American Mathematical Soci-
ety. Cette convention est la plus commode quand on travaille avec des équations aux dérivées
partielles. Par contre, avec cette convention, la transformée de Fourier ne se prolonge pas
en une isométrie de L?(R") dans L?(R"). Si on souhaite avoir cet aspect isométrique de la
transformée de Fourier, I'introduction du facteur 27 dans I’exponentielle est alors nécessaire.
Ceci explique la coexistence de ces différentes conventions.

1.3. Propriétés. F : L'(R") — Cy(R") est continue ou Cy(R") désigne l’espace des
fonctions continues sur R™ qui tendent vers 0 & Uinfini muni de la norme || - |-

Preuve. La continuité a été prouvée. Le fait que f soit une fonction continue découle
simplement du théoréme de convergence dominée. 1l reste & vérifier que si f € L'(R"), alors
ftend vers 0 a linfini.

On remarque que c’est vrai si f € D(R™). En effet, on a alors en intégrant par parties

—

VEERY, A f(€) = —Ef(¢),

et donc R .
soit encore

L X7

Vg cR" \ {O}, f(f) = _W Hﬁmm 0.

Si maintenant, f € L'(R") et si ¢ > 0, il existe g € D(R") telle que ||f — g|j; < . Comme
g(&) tend vers 0 quand |[£|| — 400, nous avons l’existence d'un R > 0 tel que pour tout
£ R, €] > R implique [5(&)] < <.

On a alors :

~ ~

VeeR", |El=R = [f(OI<[gOI+]f() -9 <e+I[f —gli <2 =

1.4. Théoréme. Si f,g € L*(R"), alors fxg=Fg.

Preuve. C’est une application simple du théoréme de Fubini : on sait que f* g € L'(R") et

—

frg§) = /n(f s g)(z)e @ dy :/ - F)glz — y)e @O dy d

= / fgle —y)e "“"Odx dy = / / F)g(@)e 0 d dy
yER" JzeR" yeRn JareRrn

(on a posé x = 2’ + y)

( f(y)ei@@dy) ( / g(w’)e“z'@daz’)f(f)fd(é)- 0
yeRn 2/ €Rn

1.5. Proposition. Sia € R" et f, = f(a+ ), alors

Ja= €7<aﬁ'>f~

Preuve. Exercice 2.1 O
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2. Espace de Schwartz.

2.1. Définition. On appelle espace de Schwartz et on note S(R") I'espace des fonctions
C* sur R" telles que, pour tous multi-indices o € N" et 3 € N",

[ fllas = sup [2°0” f(z)] < +oc.
reR?

En d’autres termes, S(R") est Pespace des fonctions C*™ dont toutes les dérivées sont a
décroissance rapide. On munit S(R") de la distance d définie par

Ll = glas
VigeSRY),  d(fg)= Y s ‘
oSt 2oL+ f = gllas

Muni de cette distance, S(R") est un espace métrique complet (Exercice 2.2).

De plus, D(R") est dense dans S(R"). En effet, on vérifie que si ¢ € D(R™) est telle que
©(0) =1 alors si f € S(R"), on a fy(-/p) qui converge vers f dans S(R") quand p — +o0.
(Exercice 2.3).

On montre facilement que le produit de deux fonctions dans S(R") est encore dans S(R")
(Exercice 2.4).

On montre tout aussi facilement que la famille de semi-normes

I1fllop = ,?;}15,(1 +lz]?)710° f ()]

pour o € N" et p € N définit la méme topologie de I'espace de Schwartz que celle précédem-
ment énoncée (Exercice 2.5).

2.2. Proposition. Si f € S(R"), alors :

~

Fec*®) e vVaeN', o= (-)flp i)

Va €N, §of = lolg g f

Preuve. 11 suffit de dériver sous le signe somme pour prouver la premiere assertion. Pour
la seconde, il suffit d’intégrer par parties ; les termes au bord disparaissent puisque f et ses
dérivées s’annulent & infini. (Exercice 2.6 : détailler la preuve) O

2.3. Proposition. Si f € S(R"), alors Ff € S(R").

Preuve. En effet, si a, 8 € N", grace au théoreme de dérivation sous le signe somme :

€9’ f(g) =i / (—iz)? f(2)0° (e*f<wvf>) da.

zeR?

(—i&)(—iz)? f(x)e "8 dx = 41 /

zeR?

En intégrant par parties, la derniere intégrale est égale a

([ o (i fw) e

La formule de Leibniz donne une majoration indépendante de £ du module de la derniere
intégrale. (Exercice 2.7 : détailler la preuve) O
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2.4. Proposition. Soita >0 et f, = el Alors
~ n/2 11
fom (T)
a

Preuve. Si £ € R"

n

7u6) = / el g, ~ T ( / R dx) .
z€R" z€R

j=1

11 suffit donc d’évaluer pour a > 0 et ¢t € R l'intégrale

—az?—itx 2 7u(w+ii)2
Iy = e Ty =¢e 1 e ) dg.
zeR zeR

La fonction g(z) = e %% est une fonction holomorphe sur C, qui tend rapidement vers 0

quand |Re z| — 400 et |Im z| reste borné. En particulier, si on fixe R > 0 et si on integre
la fonction g sur le bord R du rectangle joignant —R, R, R+ it/2a, —R +it/2a, on a

R R+it/2a R+it/2a —R+it/2a
O:/g(z)dz: / +/ —/ —/ g(z)dz.
R -R R —R+it/2a -R

Les deux intégrales }§+it/2“ g(z)dz et f:;“ma g(z)dz tendent vers 0 quand R — +oo0.

L’intégrale fng(z)dz tend vers [*_g(z)dz = /T et ceci montre que fi;fﬁ;ug(z)dz qui

N2
tend fmeR e‘“(“’“i) dxr quand R — +oo tend vers \/§ On en déduit que

o2
I(l.t frng —e da
' a

et la proposition. O

—~ e
Autre preuve. Donnons une autre preuve du fait que f,(§) = \/gefﬁ. Nous avons
fi(x) + 2ax f,(z) = 0.

Prenant la transformée de Fourier des deux membres de 1’équation précédente, grace a la
proposition 2.2.; nous avons

F1(&) + 2ax fu(€) = i€ Ju(€) + 2aif1(€) = 0

donc
2 3

Fi©) + ey =o,

soit encore

Ceci entraine que
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ﬁl(O) = /Refazzdas = \/Z. O

2.5. Théoreme. La transformation de Fourier F est une application linéaire bijective
bicontinue de S(R"™) dans S(R™). De plus, pour tout f € S(R"),

avec

1 )
‘Fﬁlf(x) = (27.(.)71, §€R" f(£)61<£z>d€
Preuve. Si on note )
— i(€.x)
gf(l') - (277)” {eR” (5)6 d£7

~

le fait que G f (x) = (27) " f(—z) montre que G envoie S(R") dans S(R") de maniére continue.
Il reste donc & vérifier Go F = Fo G = Idsrn.

Nous allons prouver que G o F = Idgrn (I'autre égalité se prouvant de maniere analogue),
c’est-a-dire que

1 1

n FIE) ) ge — —i{y:8) oy 162 gg =
Wes®), g [ Feea= o [ ] swe vy sli = gm)

Mais la fonction (y,&) + €/ &*~¥ f(y) n’est pas dans L'(R" x R"). On ne peut donc pas
intervertir les intégrales.
Cependant, il découle du théoreme de convergence dominée que

A(g)ei(f-,rwdg — lim f(g)ef@@—é\lf\\zdg

£ERn e—0* EER

Comme la fonction (y,&) — €67 f(y)e~<I¢I” est dans L'(R" x R™) pour € > 0, on peut
appliquer le théoreme de Fubini et en déduire que

/ Fle)eitea—<lel? ge — / F)e= 00 dy eil6re—elel? ge
EeRn EeRm JyeR®

_Jlz—yl?

. ; n/2
_ F(y) (/ ez<5,1y>5|€|2d€> dy = (f) fy)e %= ~dy.
yeR? ¢ER? g yeR?

Posant dans la derniére intégrale u = %, la derniere intégrale est donc égale a

onn/? flx+ 25u)e‘”“”2du.

ueR”

Une application directe du théoreme de la convergence dominée nous donne

flz+ Qs:u)e’”“HQdu — f(x) / e el gy = 7 f(x).
weR? e—0" weR?
Le théoreme est prouvé. O

Remarque. On montre de méme que, si f € L'(R") est tel que fe LY(R™), alors la méme
formule d’inversion est valable (Exercice 2.8 : le prouver).
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2.6. Théoreme. Si f,g € S(R"), alors
f@Ga)ds = [ Flaglants
zeR? zeR?
Preuve. En effet
f@ais = [ [ (e g ds
TeR” zeR" JEER
= / f(x)e @O dx g(€)de (grace au théoréme de Fubini)
¢erRn JzeRrn
= | F(&)g(&)de O

¢eRn

2.6. Théoreme. Si f,g € S(R") alors

o~ — _

f(&)g(§)d¢ = (2m)" f(x)g(x)da.

£eRn zeR?

Prewve. En effet, si f,g € S(R") :

~
o~ — ~ o~ ~ —

(£)g(&)dg = f(&)g(=€)ds = (£)g(=&)dg

£eRn EeRn EeRn

~
~

grace au théoreme précédent. Or le théoréme 2.5 nous donne f(€) = (2m)" f(—&) pour tout
& € R. Donc la derniere intégrale vaut

ry [ f(-&g(—Tde = er) [ f@)glo)da 0

€eRn zeRn

2.7. Corollaire. (Théoréme de Plancherel) Si f € S(R") alors

/&R” |f(&)]7d¢ = (271')”/ | (z)|2dz.

z€R"

Preuve. Exercice 2.9. O

2.8. Corollaire. La transformée de Fourier se prolonge de maniére unique en une appli-
cation continue notée encore F de L*(R") dans L*(R"). De plus, pour tout f € L*(R")

172 = @m)"2 1 £1l2
Preuve. Exercice 2.10. O
2.9. Théoreme. Si f,g € S(R") alors fx g € S(R"). De plus
F(fxg)=FfFg et F(fg)=Ff*Fyg.

Preuve. Exercice 2.11. (application du théoréme de Fubini). O
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3. Les distributions tempérées. Exemples

3.1. Définition. Nous appelons distribution tempérée toute forme linéaire continue 7T :
S(R") — C, c’est-a-dire qu’il existe un nombre N, des multi-indices s, ...,ay, B1,-.., By
et une constante C' > 0 telle que

N
Vo e SRY, [T, < CY lI6llaws
=1

On note S§'(R™) V'espace des distributions tempérées.

3.2. Quelques exemples. (laissés en Exercice 2.12.)

Si f e S(R"), Ty € S'(R™).

Sia€R, 5, € S'(R").

Si f € Li, (R") est telle qu’il existe n € N et C > 0 tels que

loc
veeR",  |f(@)| <CO+ |z

(on dit que f est a croissance lente), alors Ty € S'(R").
Toute distribution a support compact est une distribution tempérée.

3.3. Théoréme. Soit (T;) une suite de distributions tempérées telle que

Vo € S(R"), lim (Tj,¢) existe.

Jj—+00
Alors la forme linéaire T sur S(R™) définie par

Ve e SR"),  (T,p) = lim (T}, ¢)

est une distribution tempérée.

Preuve. Analogue a la preuve du théoreme 3.2 de la partie sur les distributions. (Exercice
2.13. Donner les détails) O

3.4. Exemples. (Exercice 2.14.)

Si f est une fonction positive intégrable telle que [p, f(x)dx =1, alors si f;(x) = j"f(jz),
la suite f; converge vers & dans S'(R").

Le peigne de Dirac : La série de distributions )y, ., 0, converge au sens des distributions
tempérées vers une distribution tempérée, appelée le peigne de Dirac.

4. Opérations sur les distributions tempérées.
4.1. Définition. Si T € S'(R") et o € N" alors la dérivée 9°T est la distribution dans

S'(R™) définie par
Vo € S(R"), (8°T, @) = (—1)l*l(T, 5%p).

4.2. Proposition. Si f € S(R") alors 0“Ty = Tyay.

Preuve. Exercice 2.15. O
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4.3. Définition. Si T' € S'(R"), la transformée de Fourier FT de T est la distribution
dans §’'(R™) définie par

Vo € S(R"), (FT, @) = (T, Fp).

On la note aussi 7.
4.4. Proposition. Si f € S(R") alors FTy = Try.
Preuve. Exercice 2.16. O
4.5. Définition. On dit qu’une fonction f est a croissance lente ainsi que toutes ses
dérivées, ce que l'on note f € Oy (R") si f est de classe C™ et si pour tout a € N”| il existe
C, >0 et m, € N tels que

VeeR" |0°f(z)] < Call + [l])™.
Nous avons le diagramme suivant (les fleches représentent des inclusions) :

DR)" — SR — Ou[RY) — C®(RY)
I ! |
ER) — — — SE) — DR

Les fonctions f € Oy (R") sont aussi appelées des ”multiplicateurs” pour S(R") dans le sens
que le produit d’une telle fonction par une fonction dans S(R") est encore dans S(R™).

4.6. Théoréme. Soit f € Oy (R").

(a) Pour tout g € S(R"), fg € S(R™).

(b) Pour tout T € S'(R"), fT € S'(R"). De plus, si T; — T dans S'(R"), alors fT; — fT
dans §'(R™).

Preuve. Exercice 2.17. O

4.7. Théoréme. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S'(R") dans S'(R").

Preuve. Exercice 2.18. Le prouver (on pourra définir la transformée de Fourier inverse de
S'(R™) dans §'(R") de maniere analogue & la transformée de Fourier). O

4.8. Théoréme. SiT; — T dans S'(R"), alors fj —T.

Preuve. Exercice 2.19. O
Exercice 2.20. Calculer Féy et F1.

4.9. Théoreme. Soit P =) . 6o X un polynome. On note P(i0) lopérateur différen-

tiel 3 cnn aail®lo”.
Si T € §'(R™) alors P(i0)T € S'(R™) et

Preuve. Exercice 2.21. O
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5. Transformation de Fourier dans &'(R").

Comme &'(R") C §'(R™), on peut donc définir la transformation de Fourier des distributions
a support compact a l'aide de la transformation de Fourier des distributions tempérées.
D’autre part, comme les distributions a supports compacts agissent sur les fonctions de
classe C*, il parait naturel de définir la transformée de Fourier d’une distribution a support
compact T par la formule

VEeR,  FT(€) =T(¢) = <T, e*i<'vf>> .

En fait, ces deux définitions coincident. C’est I’énoncé du théoreme suivant :

5.1. Théoreme. Si T € E'(R"), sa transformée de Fourier appartient a Oy (R™) et on a
VEER,  FT(€)=T() = <T, e*f?<~f>> .

Preuve. Le fait que la transformation de Fourier de T soit dans Oy (R™) est laissé en exercice

(Exercice 2.22).
Montrons la formule énoncée. Soit ¢ € S(R™). Par définition :

T =080 = (160 [ ptore e,

Une preuve analogue a celle du théoreme 7.2 de la partie sur les distributions montre que

<T,f — /n ga(x)ei<z’§>dm> = /n p(x){(T, & — e’i<x’§>>d:ﬂ = <<T, e’i<x">>, g0>

(on peut permuter laction de la distribution et I'intégration). (Exercice 2.23) On obtient
donc le résultat. O

Exercice 2.24. Montrer que pour a € R" et « € N” :
By=1, BB =iflee, Gy i)

1= (2n)"8, F()) =206, F(lz*) = (2m)"i5°8.
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Notes bibliographiques.

Une définition alternative des distributions (définition utilisée par les physiciens) peut étre
trouvée dans [Sc|]. Pour les physiciens, les distributions sont les limites faibles (ou au sens
des distributions pour notre terminologie) des suites de fonctions L,loc.

La présentation heuristique que j’ai faite des distributions dans ce polycopié peut étre trouvée
dans 'excellent ouvrage [Bo].

La preuve usuelle du théoréeme 3.2 est une preuve du type de la preuve du théoreme de
Banach-Steinhaus. Elle est délicate pour la simple raison que la topologie de I'espace D(£2)
n’est pas métrisable, et que cet espace est vu comme une limite inductive d’espaces de
Fréchet, notion tres au-dela du niveau du concours de I'agrégation. La preuve présentée ici,
totalement élémentaire, est due a Vladimirov [VI1].

L’heuristique de la transformée de Fourier présentée ici est classique. On peut la trouver
dans [Sc]. La présentation de la transformée de Fourier faite ici est largement inspirée par
les textes [AM], [Bo], [Fol, [Ru], [Ro], [Zu].
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PROPOSITION DE DEVELOPPEMENTS
POUR LES LECONS :
254 : ESPACES DE SCHWARTZ ET DISTRIBUTIONS TEMPEREES.
255 : DERIVATION AU SENS DES DISTRIBUTIONS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.
256 : TRANSFORMATION DE FOURIER DANS S(R?) ET &'(R%).

Développement 1 : La formule d’inversion de Fourier (théoréme 2.5). Peut illustrer les legons
1, 2, 8, 34, 35, 39, 40, 45, 47, 54 et 56

Développement 2 : Le théoreme de Lévy. Peut illustrer les lecons 1, 35, 39, 40, 41, 42, 47,
50, 54, 56.
Théoréme de Lévy, Queffélec-Zuily, p.526.
Enoncé. Soit (X,,) une suite de v.a.r. On a équivalence entre
1) X,, converge en loi vers X.

2) px, converge vers ¢y simplement.

Preuve. 1) = 2). En effet, la convergence en loi implique que

/R fdPx, — /R fdPx

pour toute fonction f continue bornée a valeurs dans C. On applique alors cela aux fonctions
frits et

Montrons la réciproque, 2) = 1). Considérons d’abord le cas ou f € A(R), ’ensemble des
transformées de Fourier de fonctions de L!(R), c’est-a-dire que

f@) = [ et

/ f(2)dPx, (x / ( /R emga(t)dt) dPx, ().

Or, (t,x) = e ™p(t) € L'(R?, dt ® dPy,). En effet,

/RJe_m (Hldt © dPx, (v //|<p )|t dPx, (x) =
(/dPX )(/Iw |dt>_1><||so||1<+oo

Le théoreme de Fubini peut donc s’appliquer et nous donne

ﬂﬂ&w=/ﬂMm®#

R

Comme, pour tout n € N, |p(t)px, (t)] < |¢(t)] et que ¢x, converge simplement vers px, le
théoreme de la convergence dominée implique que

ﬂﬂ%ﬁ—m#mAﬂMWwﬁ:ﬂﬂM%
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pour tout f € A(R).

Or A(R) est dense dans Cy(R) pour la norme uniforme. En effet, cela découle du fait
que Pespace de Schwartz S(R) est dense dans Cyp(R) pour la norme uniforme. Comme la
transformée de Fourier est un isomorphisme de S(R) dans S(R) et que S(R) C L'(R), le
résultat en découle.

Montrons maintenant que, si f € Cy(R) alors E(f(X,)) converge vers E(f(X)).

Soit € > 0, il existe g € A(R) telle que ||f — g]l < € et donc, pour tout n € N, |E(g(X,,)) —
E(f(X,)| < E(f — gl(X.)) < e et de méme, [E(g(X)) — E(f(X))| < <.

En particulier, comme E(g(X,,)) converge vers E(g(X)), on a 'existence d’un rang n tel
que, pour n > ng, on ait |E(g(X,)) — E(¢(X))| <e.

On a alors, pour n > nyg,

[E(f(Xn)) = E(f(X))] <
[E(f(X0)) = E(¢(Xn))| + [E(9(Xn)) — E(9(X))| + [E(9(X)) — E(f(X))| <

<e+e+e=3e.

On a donc bien prouvé que, si f € Cy(R) alors E(f(X,)) converge vers E(f(X)). Le
théoreme I1.18’. permet de conclure.

Remarque. Pour simplifier la preuve et éviter la question difficile ” A-t’on 1’égalité A(R) =
Co(R) ou non ?”, on peut remplacer directement dans la preuve précédente A(R) et L*(R)
par 'espace de Schwartz S(R).

Autre remarque. Le théoreme central limite page 529 est une tres belle application des
formules de Taylor...

Derniére remarque. Montrons que S(R) est dense dans Cy(R) pour la norme de la
convergence uniforme sur R. Comme D(R) ensemble des fonctions C*™ & support compact
est inclus dans S(R), il suffit de montrer que D(R) est dense dans Cy(R) pour la norme de
la convergence uniforme sur R.

Soit f € Cyp(R). Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que, pour tout = & [—A, A, on ait |f(z)| < e.
Grace au théoreme de Weierstrass, il existe un polynéme P tel que, pour tout = € [-A —
1, A+ 1], on ait |f(z) — P(x)| < e.

Soit 6 une fonction de classe C*°, qui vaut 1 sur [—A, A] et qui vaut 0 en dehors de [—-A —
1, A+ 1] et qui est & valeurs dans [0, 1].

La fonction g = PO vérifie g € D(R) et ||f — gl|oc < €. En effet, si z € R, on a trois cas :
-si x € [-A, A] : on a par construction |f(z) — g(x)| = |f(z) — P(z)| <e.

sz [-A-1L,A+1): ona|f(z) - g(r)] = |f(@) <e.
-size[-A—1,-A[UJA,A+1]: on a

[f(2) = g(2)] = [f(2) = 0(x) P(z)] = |0(z)(f (z) — P(2)) + (1 = 0(x)) f ()]
0(x)|f(x) = P(x)| + (1 = 0(2))|f(z)| < O(x)e + (1 - O(x))e = e.

Premiére preuve de la non-surjectivité de la transformée de Fourier de L!(R)
dans Cjy(R). (extraite du site www.bibmath.net). Soit f € £!(R) impaire. On note, pour

r € R,
+00 .
z) = / FB)e " dt.
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1. Montrer que, pour tout x € R, on a :

x)=—2i /000 f(¢) sin(xt)dt

2. Prouver que la fonction ¢(z) = [ oo Siit dy est définie, continue et bornée sur [0, 4oco[. 3.
Montrer que ’on a, pour R > 1 :

/IR fff)dt =2 /Ooo f(z) (/R Sii”du) dz.
i [T [ e

4. Soit g la fonction définie sur R par

En déduire :

_arctanw
9(x) = In(2 +22)
a. Montrer que g € Cy(R).
b. On suppose que g est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f. Montrer que
f est nécessairement impaire (presque partout).
c. En déduire que g n’est pas la transformée de Fourier d’une fonction intégrable.

Solution.
1. Soit x € R. On a

+o00 0 400

.]?(x) = f(t)eiimdt = f(t)eiitmdt + f(t)efm’dt.
o e ,
A
En faisant le changement de variable u = —t, on a

A= /0 " Fcu)e ™ du = /0 " fw)edu

x) = /0 f) (e —e")dt = 721'/0 f(t) sin(xt)dt

2. La fonction u € [0, +00[— =% est continue (elle se prolonge par continuité en 0). De
plus, une intégration par parties nous donne, pour X € [0, 4o00],

X _: X _: X X
1-— 1-—
W{):/ sinw o (Nsimu ([COM} +/ C;S?Ldu)
0 u e—=0+ /. u e—0+ u c e [

De 1 —cosu ~q %, on déduit que la limite précédente vaut

et donc

1 —cosX X1~ cosu
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La fonction 1 est donc continue. Le fait que # tende vers 0 quand X — 400 et le fait
que l'intégrale fooc %du soit absolument convergente montre que ¢ (X ) admet une limite
L quand X — +o0.
En particulier, pour z € [0, +o0]

p(x) = L — ().
Ceci prouve que ¢ est bien définie et continue sur [0, +00[. Comme ¢ tend vers 0 au voisinage
de l'infini, on en déduit que ¢ est bornée.

/1 Rff)dt Y /: ( / i @) sin(xt)dx) %.
Or

/ ( 1@ sin(zmdz) < / ( I |f<x>|dx) =

Bt
- ||f||1/ D iR < +oo.

-t

3. Soit R>1. On a

On peut donc appliquer le théoréeme de Fubini pour obtenir

/IR fgt)dt = QZ/T:f(:c) (/: Sin(tmt)dt> dz.

Or, le changement de variable u = xt montre que

R _: Rz _:
sin(xt sinu
/ sin(a) g, _ / sinw g
t=1 t U=x u

ce qui nous donne bien la relation

R ,]?(t) B [ Rz sinu
/1 Tdt = —2@/0 f(x) (/x " du) dz,

R 77 00
[ =i [ 1) (01a) - olw))d

Comme ¢ est bornée, mettons par M > 0 en valeur absolue, nous avons

soit encore

Va € [0, +o0l[f(2)[(p(z) — p(Rx)) < 2M|f()]

et 2M|f| € L'(R"). De plus, pour tout z > 0, limp o ¢(Rz) = 0. Il découle donc du
théoreme de la convergence dominée que

R
lim / @ dt
R—+o0 fy t

—21'/0 f(@)o(z)dx.

existe et vaut
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4. a. C’est évident.

b. g est impaire. Si g est la transformée de Fourier d'une fonction f € L'(R), on a

vz e R, 0=g(r) +9(-z) = / ft)e " dt + / flt)etdt .
R R .

Le changement de variable u = —t nous donne

B= /Rf(—u)e_”“ du,

et donc

veER,  0=gl@)+g(-w)= /R (f(£) + f(=t))e"dt.

La transformation de Fourier étant injective, on en déduit que f(¢)+ f(—t) = 0 pour presque
tout ¢t € R donc que f est impaire presque partout.

c. Si g est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f, d’apres 4.b, f est impaire.

D’apres la question 3,
R
t
lim / @dt
R—+o0 Jq t

g(t) 5

t totoo 21Nt

existe. Or

Le critere de Bertrand montre que

R
lim / @dtz—koo,
1

R—+0

ce qui est absurde.

Plusieurs développements possibles : Solutions fondamentales du Laplacien dans R?, du
0 dans C (par application de la transformation de Fourier, voir [Bo] p. 182, ou avec les
méthodes décrites dans le polycopié ou dans les ouvrages [Bo] et [HL]). Les distributions
tempérées harmoniques sont les polynomes, donc les fonctions harmoniques bornées sont
constantes ([Bo], p.182). Peuvent illustrer les legons 1, 40, 47, 54, 55, 56.

D’autres développements peuvent étre trouvés dans [Ru], chapitre 8.

D’autres encore dans [Ro], chapitre 9.

A la suite, quelques exemples extraits de [GPS].
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Exercice. On se propose de calculer une solution fondamentale du Laplacien T dans R"
avec n > 3 que l’on suppose tempérée.

Montrez qu’on a T = HTll\ ot HTIH désigne la distribution tempérée associée a la fonction

EeR" — ﬁ (pourquoi est-ce une distribution tempérée ?)

Montrez que m = limy g+ 1% Tere e ME® dans S'(R™).

En déduire que

1 1 )
T=lim —— (a / ol 5’I>d§)
A0° (2m)" ( v TEN°

est une solution fondamentale du Laplacien dans R™.

Pour x € R" fixé, on pose

YA >0, fA) = /Rn |;H e MEP i€ ge

Montrez que f est de classe C™® sur R} et calculer f'.

En déduire f puis T.

Exercice. On se propose de calculer une solution fondamentale T de O dans C que l’on
suppose tempérée.

£1-2+2262 ot ﬁ désigne la distribution tempérée associée a la fonction

(pourquoi est-ce une distribution tempérée ?)

Montrez qu ’on aT =
EER?

& +Z§z

Montrez que 5+7§ = limy o+ £+i‘ e MEP dans S'(R2).

1 27 'y
T — lim CAEIR gile.a)
ALO\ 472 (QL‘ = /]RZ &+ ifge c dg

est une solution fondamentale du 0 dans R?.

En déduire que

Pour x € R? fizé, on pose

2

MR i) g
- e e .
2 &1 + i ¢

VA0, f() :/R

Montrez que f est de classe C™® sur R} et calculer f'.

En déduire f puis T.

Exercice. Soit (a,), une suite de nombres complexes. Montrez qu’il existe une fonction
f € S(R) telle que

Vn € N, / f(z)z" dz = ay.
R
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Exercice. Est-ce que e® € S'(R) ? et e”sin(e”) ?

Exercice. Soit T € S'(R) telle que —T" + T € L2(R). Montrez que T € L*(R), ainsi que
T, T et T".

1
n?

Exercice. En considérant la suite de fonctions Z/(|z|> + ), montrez que (1/z) = m&y.

Exercice. Soit ¢ € C*(R). Montrez qu’il existe une fonction 1 € C*(R) telle que p(x) =
©(0) + 2¢'(0) + 2?3 ().

Résoudre ’équation z*T = 0.

puis Uéquation x>T + 22T = 0 dans D'(R).



