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Analyse Complexe

Préparation a 1’oral.

Existence d’un point singulier sur le cercle de convergence.([QZ], [Ru]) [(D: 3, 7, 41, 43,
45)] Soit U un ouvert de C et f € H(U). On dit que a € U est régulier §’il existe une série entiére en
(z — a) qui coincide avec f au voisinage de a. Sinon, on dit que a est singulier.

1.
2.

3.
4.

Soit f une série entiere de rayon de convergence R, définie sur son disque de convergence.
Montrer que I’ensemble des points réguliers de f forme un ouvert.
Soit (E,d) un espace métrique et K un compact de E. Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de K.
Montrez que :
Je >0, Vr € K, Jdiel, B(z,e) C U.

(Lemme de Lebesgue).
En déduire 'existence d’un point singulier sur le cercle de convergence
Posons f(z) =Y ", 2%". Montrez que tous les points du cercle de convergence sont singuliers.

Théoréeme de Bernstein. ([Go]) [(D: 18, 41, 43)]. Soient a > 0 et f :] — a,a[— R une fonction de
classe C*°. On suppose que

Vk e N, Vz €] —a,al, ) (z) > 0.

On se propose de montrer que f est développable en série entiére sur | — a, al.

On pose
Fla) + f(-2)

F(z) = 5

. Montrer que, pour tout = €]0,a et pour tout n € N,

n (2k)
F(z) = Z F(2k)(!0)x2k + R, (x)
k=0

. (26)
olt R, > 0. Montrer que Y ;- F(Télmx% converge.

. Montrer que, pour 0 <z <y <aetn €N, on a

. 2n+1
0< Rn(x) < Rn(y) (y) ’

(Indication. On pourra montrer que, pour tout ¢t € [0,z], (x —t)/(y —t) < x/y). En déduire que
R, () —n—400 0 et que F est développable en série entiere sur | — a, af.
On revient & la fonction f. Posons pour x €] —a,a[ et n € N :

" k)
Sp(z) = Z fT!(O)xk.

k=0

Montrez que f(z) = Sapi1(x)+7n(x) avec |ry(x)| < R, (Jz|). Montrez que Sa, () —San-1(2) —n—too
0.

Soit (E,d) un espace métrique et (u,), une suite de E telle que les deux suites extraites (us,), et
(u2n-1)n convergent vers la méme limite. Montrez que la suite (u, ) converge. En déduire le théoreme
de Bernstein.
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Le théoréme des trois droites. Application a I’interpolation. ([QZ], [An]) [(D: 1, 2,7, 8, 34,
39, 40, 45,)] On note, pour a,b € Ret a < b, H,, = {z € C, a <Rez < b}. Soit f € H(H,,) N C(Hyy)
telle que |f(2)| < C dans Hgp.

On pose, pour a < = < b,

M (x) = sup | f(x + iy)|.
yeR

On se propose de montrer que :

1.

2.

YV €]a, b, M (z) < M(a)* "M (b)*~°.

Supposons M (a) = M (b) = 1. Utiliser le théoreme de I’application ouverte pour montrer directement

que [f] < 1.

Posons ) h
9(2) = M(a)= M(b) 7.

Appliquer le résultat de la question 1 & f(2)/g(z) et déduire le théoréme des trois droites.

Application & I'interpolation. Soit U un ouvert de R" et A la mesure de Lebesgue. Soit T': L'(U) —

L>*(£2) une application linéaire continue de norme M. On suppose de plus que T : L?(2) — L*(Q)

de maniere continue et de norme 1. On se propose de montrer que T : LP(Q2) — L4(2) pour tout

1<p<2etque||Tf|, < M [l f]lp et ol g est le conjugué de p, c’est-a-dire que ¢ vérifie %—i—% =1.

a. Soit h € L?. Montrez que |||, < M si et seulement si pour tout g € LP telle que ||g||p» = 1,
on a

/hgd/\' <M.
Q

Il pourra pour cela étre utile de prendre g = h|h[172/|| f[|4~1.

Montrez que [|h||, < M si et seulement si pour tout g € L? simple telle que ||g||z» = 1, on a

/hgd)\’ <M.
Q

b. Montrer qu’il suffit de prouver que

/ (Tf)gdk‘ <M
Q

pour toutes fonctions simples f et g telles que || f|l, = ||g]l, < 1.
c. On suppose f et g simples fixées vérifiant les conditions précédentes. On pose

b(2) = / g T (17 f)d.

Montrer que ¢ est une fonction entiere. Appliquer le théoréme des trois droites avec a = 1/2 et
b =1, puis conclure.

Montrer que la transformée de Fourier F se prolonge en une application linéaire continue de LP(R)
dans L1(R) si 1 < p < 2 et ¢ est le conjugué de p.

Fonction T’ ([Go], p.290 et p.260). [(D: 7, 29, 35, 39, 41, 45, 46, 47 ) Extraire les points &
traiter en fonction de la legon a illustrer.]

Soit la fonction gamma définie par
o0
I(z) = / e it at pour z > 0.
0

Montrer que I' est bien définie, de classe C™ sur R;.

. Montrer que T est convexe sur R]. Montrer que I' est logarithmiquement convexe (i.e. logT' est

convexe. On pourra pour cela montrer qu'une fonction F' est logarithmiquement convexe sur un
intervalle I de R si et seulement si F"? < FF”, et utiliser I'inégalité de Cauchy -Schwarz).
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. Montrer que
Vo >0, Iz +1) =al'(x) et Vn € N, I'(n+1) =nl

. Donner un équivalent de I' en 0+ et tracer son graphe.
. Montrer que I se prolonge holomorphiquement au demi-plan Ht = {z € C, Re z > 0}. Montrer que

I'(z+mn) .

n—1

[+

k=0

Vn € N, Vz € HY, I'(z) =

En déduire que T se prolonge holomorphiquement & C\ (—N).
Autre méthode : Montrer que

— (=" /” el

Vz e HT, I'(z) = _ t*7 dt.

z (2) ;n!(z—i—n)_'_ 1 e

En déduire que I se prolonge holomorphiquement & C\ (—N) et les résidus de I" aux points —n quand
n € N.

. Montrer que pour tout = > 0, on a

En déduire que

!
I'(z) = lim — nn
n——+o0o
(x+ k)
k=0
. Calculer T’ (%)
. Démontrer la formule de Weierstrafl:
Vo >0 L—at‘e”’lo_ol[(1—|—£> ei}
’ I'(z) -4 n ’

T =

n
ol 7 désigne la constante d’Euler définie par v = lim < —In n> .
k=1

n—+00

. Démontrer la formule de duplication :
. 1
Va > 0, 2% 71T (2)T <x + 2) = /aT'(2x).

(Utiliser le résultat de la question 6). Peut-on prolonger cette identité sur un sous-ensemble de C ?
. Développement Fulérien de sin.
a. Soit @ € R\ Z. On désigne par f, lapplication continue, C'' par morceaux et 2 —périodique
définie par :
Yt € [—m, 7], fa(t) = cos at.

Calculer la série de Fourier de f,. En déduire que

sin ot > 2avsin
- Yy 2o,

cosnt.
m(a? — n?) o

Vt € [-m, 7], cosat =

puis que

1 - 2
cotan am = 7_’_27&

7 2’
am = w(a?—n?)
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et enfin que

1 = 1
Vit € R\ 7Z, cotantz;-i-?t;tg_nzﬂr
b. Soit x €]0, [ et
f[O]athtlzw: 2 eR
0,z cotant — — = » ———p— :
; i L

En intégrant cette fonction f sur Uintervalle [0, 2], et en prenant I’exponentielle des deux mem-
bres de 1’égalité obtenue, montrez que :

Vt €] —m, @, smt-tH( - 2)
™

c. Montrez que
Vz € C, sinz = z 1-——=).
1)

11. Formule des compléments. Montrer que

1 sinmx
vz €]0,1 =
vl forase T A
puis que
1 .
VzeC\Z, _ SmmE

I'(z)I(1-z) ™

12. Dérivée logarithmique de I'. Montrer que

I(x) 1 < x
vz >0, F(x)__7_5+;n(x+n)'

En déduire, apres avoir vérifié la convergence de l'intégrale, que

/ (Int)e 'dt = —
0

oo

13. Montrez que, pour x > 0,

(InT)"(

n m
n=0 +

14. Premiére formule de Binet. [AAR]
a. Formule de Dirichlet. On se propose de montrer que

Yz >0, FF/((;)) :/Uooi <et—m> dz.

Montrer que

En considérant 'intégrale double

s(1+2)
/ / - ————dsdz,
z=0 Js=0 Z

1 1
qui vaut d’une part I'(z) et d’autre part F(x)/ - (ez (
0 z

> dz, déduire le résultat.
14 2)*
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b. Formule de Gauss. Montrer que

/ x -z 00 00 -z 00 —tx
ves0, @ _ gy / ¢ dz—/ B P / ¢ dz—/ c di
D(z) o650+ \Js =2 s 2(1+2)* =0+ \ s 2 m(1+0) L — e

In(144) ,—=z ] —t —tx 00 —z —rz
= lim / < / (e— < _f)dt :/ (e S _)dz.
-0+ \ Js z n(1+8) \ 1—et 0 z 1—e*

c. Montrer en utilisant la formule précédente et (%) que

UEz+1) 1 ©/1 11
Ve >0, =22 g Sz “tr gy
0 Tern) T2 /0 5 1T e—1)°

En déduire que
© /71 1 1 ~tr _ ot
Vo > 0, 1n1"(m—|—1):< >1nx—x—|—1+/ <2_t+et_1>e te ar,

puis que

1 1 1 1 e e
Vo > 0, lnI‘(x)<x2)lnxx+1+/ <2 ; t—l) tdth

© /11 1 et
I = i —dt
[ G-i+759)5

En utilisant la formule de Stirling, montrez que I = 1— % In(27). En déduire la premiére formule
de Binet :
—tx

1 1 /1 1 1 \e
Ya > 0, lnI‘(ac)—(x—2>lnx—x+2ln(27r)+/0 (Z_t—’_et—l) ; dt.

ou

Prolongement holomorphe de 3", - & C\[1, +oo[ pour o > 0. ([QZ], p 57) [(D: 7, 35, 39, 41,
43, 45, 47)] Soit a > 0. On se propose de montrer que la série entiere > 7, =+ de rayon de convergence
égal & 1 se prolonge holomorphiquement & C \ [1, +00[.

1. Montrez que, pour n € N*, n™@ = ﬁ Jo ot et

2. Montrez que, pour tout z dans C de module strictement plus petit que 1,

X _n 0 ga—1,—t
1 z t“ e
0

n®  T'(«a) 1—zet

3. Conclure.

Formule sommatoire de Poisson. ([QZ], p.93, [CFM] p.98, [Go] p.269) ([D: 35, 39, 40, 41,
46, 47]) Soit f : R — C continue et de classe C'! par morceaux vérifiant

max(|f(z)],f'(z)]) = O(1/z")  quand |z] — +o00

ou a > 1. On se propose de montrer que, sous ces conditions, si f / f(t)e ™ dt, nous avons la

formule suivante :
o0

oo

Y fm)=)_f2m).

n=-—oo —0Q

1. Montrer que la série Y > f(z 4+ n) converge uniformément sur tout intervalle compact vers une
fonction F(z) continue de classe C' par morceaux et 1—périodique.

2. Calculez le développement en série de Fourier de F'. Conclure.
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3. Applications ([QZ], p.116). Soit a > 0. Montrez que

1 T
S = Zeothra.
n+a a

nez

(appliquer la formule de poisson & f(z) = e~ 2],

([Go], p-269) Montrer que

o0 oo
Vs > 0, Z e = 12 Z e,

n=-—00 k=—00

(appliquer la formule de Poisson a la fonction f (x) = e’ ; il sera utile d’introduire la fonction définie
sur C par G(z) = [ e~ +2tdt montrer qu'elle est holomorphe, et la déterminer sur R grace & un
changement de variable). ‘

On note, pour = €] — 1,1[, O(z) = >, s 2" . Cette série entidre est appelée la fonction théta de

Jacobi. Donner un équivalent lorsque x — 1 de O(z).

Prolongement holomorphe de la fonction ¢ de Riemann. ([QZ] p.28, [Go] p.278) ([D: 7,
30, 35, 39, 41, 45, 47]) On admet ici I'identité fonctionnelle (corollaire de la formule sommatoire de
Poisson)

1 1 .
vVt > 0, e(t) = %9 (t) , oll 9(15) _ Zefmz t
neZ

Pour s € C tel que Re s > 1, on note
o0
1
((2) = Z e
n=1
Cette fonction est appelée Fonction zéta de Riemann.

1. Montrez que, si s € C est tel que Re s > 1, alors ((s) est bien défini.
Montrez que

Montrez que :

et que

Montrez que

En déduire que

ol ¢ est holomorphe sur C.
3. En déduire que ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur C, holomorphe sur C\ {1}, nulle aux
entiers —2, —4, —6, ... et admettant un pole simple en 1.
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4. Déduire de la question 2 que

¥seC\{0,1},  C(s) _ T (E)

5. On désigne par P ’ensemble des entiers premiers. Montrer que pour tout s € C, Re s > 1 implique

===

peP

En déduire que ¢ n’a pas de zéro sur {z € C, Rez > 1}. Déduire de la question précédente que tous
les zéros de la fonction ¢ sont de deux types : les entiers -2, -4, -6, ... et les autres zéros qui sont
dans la bande {z € C, 0 < Res < 1}.

6. Montrer que, pour s € R,

1
C(s) = +7v+0(1) quand s — 1.
Montrez que

peEP

Noyau de Bergman. ([Roos], p.232). (|D: 1, 5, 13, 34, 35, 39, 41, 43, 45, 46, 47]) On note A
le disque unité de C et A la mesure de Lebesgue sur A divisée par 7 (ce qui nous donne A(A) = 1.) Pour
1 < p < 400, on définit ’espace de Bergman

HP(A) = IP(A) N H(A)

gl = ( / |g|pdA) .
A

4
1. Soit € > 0. Montrez que si g € H(eA) alors ¢(0) = 5—2/ gdA.
A

muni de la norme

2
2. Soit K un compact de A et soit § = d(K,0A) > 0. Montrer l'existence d’une constante C, ne
dépendant que de p et indépendante de K telle que pour toute fonction f € HP(A),

C,
SIéplfI < (Té’llfH;»

En déduire que HP est un espace de Banach.
3. On suppose maintenant que p = 2. Montrez que :

4
Vf e HY(A), Vz €A, [f(2)] < m”f”z

Déduire du théoréme de représentation de Riesz que, pour tout z € A, il existe un unique K, € H%(A)
tel que

Ve BXD),  f(z) = /A FRd

4. On pose, pour z,w € A, K(z,w) = K,(w). Soit (¢x)ren une base hilbertienne de H%(A). Montrez
que

S er@)enw)
k=0

converge uniformément sur tout compact de A vers K(z,w).
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5. Montrez qu'une fonction f : A — C appartient & H?(A) si et seulement si son développement en
série entiere f(z) = > 7 a,2" vérifie

o lan]®
1115 =D —= > +oo.
n=0 n+1

En déduire que la famille ¢, (2) = v/n + 12" forme une base hilbertienne de H?(A) et que

1
Kiz,w)= ——.
(z,w) (1 —zw)?
Remarque. Le noyau de Bergman possede aussi une expression explicite si on ne se place plus dans
A mais dans un domaine simplement connexe pour lequel on connailt une application conforme dans
A. Voir [Roos]
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