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INTEGRATION

Préparation a 1’oral.

Fonction T" ([Go], p.290 et p.260). [(D: 7, 29, 35, 39, 41, 45, 46, 47 ) Extraire les points a
traiter en fonction de la lecon a illustrer.]
Soit la fonction gamma définie par

[(z) = / e 't ldt pour z > 0.
0

. Montrer que T' est bien définie, de classe C* sur R} .

. Montrer que T est convexe sur Rf. Montrer que I' est logarithmiquement convexe (i.e. logT' est
convexe. On pourra pour cela montrer qu'une fonction F' est logarithmiquement convexe sur un
intervalle I de R si et seulement si F”? < FF”, et utiliser I'inégalité de Cauchy -Schwarz).

3. Montrer que

N —

Yz >0, Iz +1) =al(x) et Vn € N, I'(n+1) =nl

4. Donner un équivalent de I' en 0+ et tracer son graphe.
5. Montrer que I' se prolonge holomorphiquement au demi-plan H" = {z € C, Re z > 0}. Montrer que

I'(z 4+ n) .

n—1

H(z—i—k)

k=0

Vn € N, Vz € HY, I'(z) =

En déduire que T se prolonge holomorphiquement & C\ (—N).
Autre méthode : Montrer que

(=" /m el

V:eHT, T =Y — 2 +Ldt.

? () ;n!(z—i—n)_'_ 1 ¢
En déduire que T se prolonge holomorphiquement & C\ (—N) et les résidus de I" aux points —n quand
n € N.

6. Montrer que pour tout x > 0, on a

n t n
I'(z) = lim <1> t*Ldt.
0

n—r+00 n

En déduire que

. n*n!
(x + k)
k=0
Montrer aussi que
ot [
I['(z) = lim cos™ ¢ sin®** "1 ¢ dt.

n—-+00 \/ﬁ 0
7. Calculer T’ (%)



10.

11.

12.
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Démontrer la formule de Weierstraf3:

oo

Yz > 0, ﬁ:xe”‘n[(l—i—%) e_f’r} ,

n=1

T =

n——+00

n
ou 7 désigne la constante d’Euler définie par v = lim < —In n) .
k=1

Démontrer la formule de duplication :
- 1
Va > 0, ?*1F@0r<x4-2)::¢?r@xy

(Utiliser le résultat de la question 6). Peut-on prolonger cette identité sur un sous-ensemble de C ?
Développement Eulérien de sin.
a. Soit a € R\ Z. On désigne par f, I'application continue, C! par morceaux et 27 —périodique
définie par :
Yt € [—m, 7], fa(t) = cos at.

Calculer la série de Fourier de f,. En déduire que

cosnt.

sinat n 2asinam
DGR

vt € [-m, 7], cosat = o e

n=1
puis que

I 201
cotana = 224D Ty

et enfin que

1 - 1
VtER\TrZ7 COtantzg‘i‘Qt;m
b. Soit x €]0, 7| et
[~ 2t
:10,z] >t +— cotant — — = ——— e R.
f 00,2 cotant — nzzgﬁfn?ﬂ

En intégrant cette fonction f sur Uintervalle [0,x], et en prenant I’exponentielle des deux mem-
bres de 1’égalité obtenue, montrez que :

Yt €] — m, 7, sint:tH(l— 5 2).
n’m

n=1

c. Montrez que
o0 22
Vz € C, sinz = z 1-——.
(1)

Formule des compléments. Montrer que

1 sinmx
vz €]0,1 =
vl forase T A
puis que
1 .
Vz e C\Z, — SmrE

I'(z)I(1-2) ™

Dérivée logarithmique de I'. Montrer que

Va > 0, Fh?=—7—1+§ima’
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En déduire, apres avoir vérifié la convergence de l'intégrale, que

/ (Int)e 'dt = —
0

13. Montrez que, pour x > 0,
o0

(InT)"(
n=0 ’I’L + :E

14. Premiére formule de Binet. [AAR]
a. Formule de Dirichlet. On se propose de montrer que

r ~1 1
vz > 0, (@) = / - <et - ) dz.
Lx) Jy =z (1+2)
Montrer que
00 oz _ o782
/ ——dz=Ins. (%)
0 z
En considérant 'intégrale double
7s(l+z)

/ / ————dsdz,
z=0 J s=0 z

o 1
qui vaut d’une part IV(z) et d’autre part F(:z:)/ - (ez (1+)> dz, déduire le résultat.
0 z

b. Formule de Gauss. Montrer que

F/ o0 —z 00 0 ,—z 00 —tx
Vo > 0, (z) = lim / € d —/ _ = lim / € —/ c i
L(z) =0+ \Js =z s 2(1+2) —0+ \Js 2 m(1+0) L — e
In(1+0) ,—=z 00 —t —tx 00 -z -z
= lim / < / (ee)dt :/ <6 S )dz.
0—0+ 5 z In(1+4) t 1—et 0 z 1—e*

c. Montrer en utilisant la formule précédente et (%) que

Ma+1) 1 ©r1 11
il L L S N S ~to gt
op T /0 2 1 Ta—1)°

Va > 0, NOESY
En déduire que
vz >0, lnr($+1):<$+1>1nx—w+1+/w<1_1+ 1 >€“—elﬁdt7
2 o \2 t e -1 t
puis que
Va >0, lnl"(x):(x_1>lnx_x+1+/0°°(;_1+et1_1) e;udt_[
ou N 1 .
I:/o (2_t+ef—1>tdt

En utilisant la formule de Stirling, montrez que I = 1— % In(27). En déduire la premiére formule

1 1, 1 \e®
) .

de Binet :
Vo >0 InT(x) = xfl lnxfor}ln(Q )+ h —— =4
’ - 2 g T 2T e o) Tt
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Comportement a I’infini d’une fonction intégrable. [L] On se propose de montrer que si f € L'(R),
alors pour presque tout « € R, nous avons lim,_, . f(nz) = 0.
Soit f € L'(R) et € > 0. On note E = {z € R, |f(z)| > €}. Pour un ensemble mesurable A C R, on
note |A| la mesure de Lebesgue de A.
1. Montrez que |E| < +o0.
2. On se propose de montrer que, pour presque tout z € [0, 1], nous avons nxz € F pour seulement un
nombre fini d’entiers n > 1. Posons, pour m € N*, E,, = ENjm —1,m]. Soit a €]0,1[. On considére,

pour tout n € N*,
1
F, = <E> N a, 1].
n

= % U (Ew (1 [na, n]).

meN*

Montrez que

Montrez que

00 m/a

Z|F|—ZZ |E., ﬁnan|—zz |E N [na,n|| <

n=1 m= 1 m=1 n=m

[m/a]

<Z‘E7"|Z*< 1—1Ina) Z|E | =(1—1na)|E]

n=m

En utilisant le Lemme de Borel-Cantelli (c¢’est-a-dire que

/E:X“@MxZEZ/Xm@Mx<+u%

donc > xp, < 400 presque partout), en déduire que presque tout x € [a, 1] appartient & un nombre
fini de F,,.
Montrer que, pour presque tout z € [0, 1], pour n assez grand, nx ¢ E.

3. En utilisant une famille dénombrable d’e, montrez que, pour presque tout = € [0, 1], lim,, o f(nx) =
0. Par un changement de variable linéaire, montrez que ce résultat s’étend a presque tout = € R.

Formule sommatoire de Poisson. ([QZ], p.93, [CFM] p.98, [Go] p.269) ([D: 35, 39, 40, 41,
46, 47]) Soit f: R — C de classe C! vérifiant

max(|f(z)],[f'(z)]) = O(1/2%)  quand |z[ — +o0

oll @ > 1. On se propose de montrer que, sous ces conditions, si f(x) = / f(t)e "™ dt, nous avons la
formule suivante : .

> fm) =) f(2mn

n=—oo —00

1. Montrer que la série >_>° _ f(z + n) converge uniformément sur tout compact vers une fonction
F(z) de classe C* et 1—périodique.

2. Calculez le développement en série de Fourier de F'. Conclure.

3. Applications ([QZ], p.116). Soit a > 0. Montrez que

1 T
Z ——— = —cothma.
n2+a?2 a

nez

(appliquer la formule de poisson a f(z) = e *l).
([Go], p.269) Montrer que

o0 o0
Vs > 0, Z e s = g7 1/2 Z e /s

n=—00 k=—o00
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(appliquer la formule de Poisson & la fonction f(z) =e
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2
—ax

On note, pour = €] — 1,1[, O(z) = >, 4 z". Cette série enticre est appelée la fonction théta de

Jacobi. Donner un équivalent lorsque x — 1 de O(z).

Prolongement holomorphe de la fonction ¢ de Riemann. ([QZ] p.28, [Go] p.278) ([D: 7,
30, 35, 39, 41, 45, 47]) On admet ici I'identité fonctionnelle (corollaire de la formule sommatoire de
Poisson)

1 /1 )
Yt > 07 9(1‘,‘) = WH (t) , ol e(t) — Zefﬂn t'
nez

Pour s € C tel que Re s > 1, on note

Cette fonction est appelée Fonction zéta de Riemann.

1.

Montrez que, si s € C est tel que Re s > 1, alors ((s) est bien défini.

Montrez que
S\ o= 1 Cem [ 2, s_1
e R -y, 5—
F(2) El—ns =72 g /0 e Y2 dy.

Montrez que :

Montrez que

L > ) 1 1
3-1 = 272 — —
i O(y)y>:—dy /1 0(u)u du + pom i
En déduire que
S s 1 1
T (-= = T2 E—
(5) ) =n (3_ : ) +4(s)

ou 1 est holomorphe sur C.

En déduire que ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur C, holomorphe sur C\{1} et admettant
un poéle simple en 1.

Déduire de la question 2 que

Vs e C\ {0,1}, C(s)zﬂ'sfér(%,s)((l—s).

On désigne par P l'ensemble des entiers premiers. Montrer que pour tout s € C, Re s > 1 implique

=T

peP

En déduire que ¢ n’a pas de zéro sur {z € C, Rez > 1}. Déduire de la question précédente que tous
les zéros de la fonction ¢ sont de deux types : les entiers -2, -4, -6, ... et les autres zéros qui sont
dans la bande {z € C, 0 < Res < 1}.

Montrer que, pour s € R,

1
C(s) = P +v+0(1) quand s — 1.
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Montrez que
peEP

Nombres et polyndémes de Bernoulli. Formule d’Euler-Maclaurin ([Go] p.295, [CFM] p.112).
([D: 18, 23, 26, 24, 30, 35, 41, 43, 46])
1. Montrer qu’il existe une unique famille de polynomes B,, pour n > 0 vérifiant les propriétés suivantes
(polyndmes de Bernoulli)
(i) By(1) = B,(0) pour n > 2 ;
(ii) B, =nB,1sin>1;
(i) By = 1.
2. Montrer que l'on a les deux égalités suivantes, valables pour n > 1 :

By(z 4 1) — By(z) = na" ™! et B,(1—2x)=(-1)"B,(x).

3. Montrer que 'on a le développement en série entiere au voisinage de 0 :

o0

4. Montrer que si 0 <z <1etn >1, on a les développements en série

oo

B bl cos 2mkx
By () = (=1)"72(2n)! kz::l rky
" 2. sin2rkz
BQn—O—l(x) ( 1) +12(2’ﬂ + 1 ‘Z 27Tki 2n+1

=1

Montrez que ¢((2n) = %bn ot b, = (—=1)"*"!'By,(0) est le n—i¢tme nombre de Bernoulli. Montrer
que b, > 0 et que pour z € [0,1], [Byy41(2)| < (n+ 3) bn.

5. Soit 7 € N*, m,n € Z tels que m < n. Montrer que pour m,n € Z et f : [m,n] — C de classe C¥,
on a

Flm) + fim+1)+ - /f )it + 5 [fm) + T+

r!

, r+1 ~
+ 30 B — )+ S0 [ B 0w
—~ m

ou B, est Papplication deR dans R, 1—périodique, qui coincide avec B, sur ]0, 1] et telle que En(O) =
LB, (0) + B, (1)).

6. (Application) Donner, lorsque n — +o00, un développement asymptotique & un nombre fixé quel-
conque de termes de 1 + % 4+ -+ %

Lien entre v et ¢. ([AF], p.651) ([D: 23, 30, 35, 39, 41, 43, 47])

(1 1
1. Montrezque’yzz E—ln 1—&—; .

n=1
2. Exprimer In (1 + %) sous forme d’une série pour n > 2. Montrez que, en utilisant par exemple

Didentité = fol t*=1dt pour k € N* que

3. Montrer que
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En utilisant le théoreme de Fubini, montrer que

”:;('ﬂ)

Méthode de Laplace. ([Ro], p.339) ([D: 35, 39, 47]) Soient [a, b[ un intervalle de R (borné ou non,
avec a < b < 00), ¢ : [a,b[— R une fonction de classe C? et f : [a,b[— C telle que e ¥ f soit intégrable
au sens de Lebesgue sur [a, b[ pour un certain réel ¢;. On suppose f continue en a et f(a) # 0.

On recherche un équivalent pour t — 400 de l'intégrale

F(t) = /b e @ f(z)dx

1. Sia=0 et p(z) =z, montrer que

Fy~ 19

On pourra couper en foa et f(f, et étudier la premiere intégrale par convergence dominée.
2. Si ¢’ > 0 sur [a,b], montrer que

1 e ¥ f(a)
¢'(a) t
On pourra effectuer le changement ¢(z) = ¢(a) + y et utiliser la question 1.

3. Sia=0et (x)= 22, montrer que
P < VE 1O

2 t

F(t) ~

Méme indication qu’en 1.
4. Si ¢’ > 0sur Ja,b], ¢'(a) =0 et ¢”(a) > 0, montrer que

T et f(q)
2¢"(a) vt

On pourra effectuer le changement ¢(z) = p(a) + y* et utiliser 3.
5. Application. Donner un équivalent pour ¢ — 400 de T'(t 4 1).

F(t) ~

Intégration des relations de comparaison. Comparaison séries-intégrales. ([VP], p.16, [Go],
p.212) ([D: 23, 24, 30, 35, 39, 41, 47]).

! !
1. Soit f : [z, +00[— R% de classe C1. Si f7 ~ 2 (a+1eta0)ousi f7 =o0 (1> (cas a = 0) alors :
x T

a. Sia> —1, / f(®)dt diverge et / f®)dt ~ xf(acl)
b. Sia < —1, /xo f(t)dt converge et / f(@) Zf+($1)
c. Application : ﬁ ~2

o Int Inz
2. Soit f : [xg, +oo[— R% de classe C! telle que f’ ne s’annule pas, h = % est dérivable et i/ = o(1) au

voisinage de l’inﬁni Alors :

2
a. Si f/ >0, f( )dt diverge et / f®)dt ~ ]},

e 00 2
b. Si f' <0, / f(t)dt converge et / f(®)dt ~ |]JL;’|

,IZ

2r
!

3. Soit f: [0, +oo[— R% de classe C'. Si f? ~a (a #0) alors :

(o)
c. Application : / Lt ~
xT
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1—e

a. Si /1Oc f(t)dt diverge, la série if(n) diverge et kilf(k) ~ /1" f(t)dt.

n=1

o0 oo
b. Si / f(t)dt converge, la série Z f(n) converge et son reste
1

n=1

1—e@

Ro= 340~ = [ s
k=n n

L 1 1 1 1
c. Application: 1+ =-+---+—=Inn+~v+—+4o| — ).
2 n 2n n

Théoréme de Lévy, Queffélec-Zuily, p.526.

Enoncé. Soit (X,,) une suite de v.a.r. On a équivalence entre
1) X,, converge en loi vers X.
2) px, converge vers ¢y simplement.

Preuve. 1) = 2). En effet, la convergence en loi implique que

/RfdPXn H/RfdPX

pour toute fonction f continue bornée a valeurs dans C. On applique alors cela aux fonctions f : t — e
Montrons la réciproque, 2) = 1). Considérons d’abord le cas ou f € A(R), I'ensemble des transformées
de Fourier de fonctions de L!(R), c’est-a-dire que

—itx

f(2) = / e (1) dt.

B0 = [ swiirs ) = [ ( / e—wt)dt) 0Py (2).
Or, (t,z) — e " p(t) € L'(R?, dt ® dPy,). En effet,

e et e ape ) = | [ letdedrs, @) =

([Lare@) ([ Ietne) =1 <ol <+,

Le théoreme de Fubini peut donc s’appliquer et nous donne

B(f(X,)) = / o(t)ox, (D).

Comme, pour tout n € N, |p(t)px, (t)] < |¢(t)] et que ¢x, converge simplement vers ¢x, le théoreme de
la convergence dominée implique que

E(F(X,)) i / p(tpx (Dt = B(f(X)),

pour tout f € A(R).
Or A(R) est dense dans Cy(R) pour la norme uniforme. En effet, cela découle du fait que lespace de
Schwartz S(R) est dense dans Cy(R) pour la norme uniforme. Comme la transformée de Fourier est un

isomorphisme de S(R) dans S(R) et que S(R) C L(R), le résultat en découle.

Montrons maintenant que, si f € Cyp(R) alors E(f(X,,)) converge vers E(f(X)).
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Soit € > 0, il existe g € A(R) telle que ||f — glloo < € et done, pour tout n € N, |E(g(X,,)) — E(f(Xn))| <
E(|f = gl(Xn)) < € et de méme, |E(g(X)) — E(f(X))| <e.

En particulier, comme FE(g(X,)) converge vers F(g(X)), on a l'existence d’un rang ng tel que, pour
n > nyg, on ait |E(g(X,)) — E(9(X))] <e.

On a alors, pour n > ng,

[E(f(Xn

= IA

— E(g(Xa))| + [E(9(X)) — E(9(X))| + [E(9(X)) — E(f(X))] <
<e+e+e=3e.

On a donc bien prouvé que, si f € Cy(R) alors E(f(X,)) converge vers E(f(X)). Le théoreme I1.18".
permet de conclure.

Remarque. Pour simplifier la preuve et éviter la question difficile ” A-t’on 1'égalité A(R) = Cy(R) ou
non ?”, on peut remplacer directement dans la preuve précédente A(R) et L' (R) par I'espace de Schwartz

S(R).

Autre remarque. Le théoreme central limite page 529 est une tres belle application des formules de
Taylor...

Derniére remarque. Montrons que S(R) est dense dans Cy(R) pour la norme de la convergence
uniforme sur R. Comme D(R) ensemble des fonctions C* & support compact est inclus dans S(R), il
suffit de montrer que D(R) est dense dans Cy(R) pour la norme de la convergence uniforme sur R.

Soit f € Cy(R). Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que, pour tout x & [—A, A], on ait |f(x)| < e.

Grace au théoreme de Weierstrass, il existe un polynéme P tel que, pour tout x € [-A — 1, A + 1],
on ait |f(z) — P(z)| <e.

Soit # une fonction de classe C™, qui vaut 1 sur [—A, A] et qui vaut 0 en dehors de [-4 — 1, A + 1]
et qui est & valeurs dans [0, 1].

La fonction g = P0 vérifie g € D(R) et ||f — gl|oo < €. En effet, si z € R, on a trois cas :

-six € [-A, A] : on a par construction |f(z) — g(z)| = |f(z) — P(x)| < e.

sizg[-A—1,A+1): ona|f(x) - g(r)] = |f(@)] <e.

-size[-A—1,-A[UJA,A+1]: on a

[f(z) = g(z)| = [f(2) — 6(x) P(x)| = |0(z)(f(x) = P(z)) + (1 - 0(z)) f(2)]
<O0(z)[f(2) = Pl@)| + (1 = 0(x))|f(2)] <O(z)e + (1 - O(z))e = e.

Premiere preuve de la non-surjectivité de la transformée de Fourier de L'(R) dans Cj(R).
(extraite du site www.bibmath.net). Soit f € £L!(R) impaire. On note, pour = € R,
fz) = ft)e "dt.

—00

1. Montrer que, pour tout x € R, on a :

fla) = —2i /000 f(t) sin(xt)dt.

+00 sin

2. Prouver que la fonction ¢(z) = [ Uy est définie, continue et bornée sur [0,4o00[. 3. Montrer

xr u
que l'on a, pour R > 1:

/IR ]?Sf)dt =9 /0oo f(z) </R Sizudu> de.

R 7 o0
Jim /1 @dt:—% /0 F(@)o(x)da.

En déduire :

R—+o00
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4. Soit g la fonction définie sur R par
arctan x

) = vy

a. Montrer que g € Cy(R).

b. On suppose que g est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f. Montrer que f est
nécessairement impaire (presque partout).

c. En déduire que g n’est pas la transformée de Fourier d’une fonction intégrable.

Solution.
1. Soit z € R. On a

R +00 ) . +o00 )
For= [ swea= [ foe e [ e
—00 —00 0
—_— ———
A
En faisant le changement de variable u = —t, on a

A= /0 " fcupedu = /0 " f(w)e ™ du

et donc

fl@) = /0 T (e — Yt = —2i /0 " 7t sin(at)dt.

2. La fonction u € [0, +oo[— % est continue (elle se prolonge par continuité en 0). De plus, une
intégration par parties nous donne, pour X € [0, +o0],

X X X X
1-— 1-—
P(X) :/ Smudu: lim Smudu: lim <[COSU} +/ CZOsudu>.
0 u e—=0+ /. u e—0+ u 5 c u

De 1 — cosu ~ “32, on déduit que la limite précédente vaut

1—cosX X1 —cosu
w(X)=7+/ Tdu.
0

X

La fonction ¢ est donc continue. Le fait que % tende vers 0 quand X — 400 et le fait que l'intégrale
fooo %du soit absolument convergente montre que ¥ (X) admet une limite L quand X — +oo.
En particulier, pour z € [0, +o0|

¢(x) = L —(x).

Ceci prouve que ¢ est bien définie et continue sur [0, +oo[. Comme ¢ tend vers 0 au voisinage de l'infini,
on en déduit que ¢ est bornée.

/13 fit)dt = -2 /fi (/T: flx) sin(a:t)dx) %
Or
le:wmmmwﬁf<[iQ:mmmyﬁ

3. Soit R>1. On a

Bt
:wm/ D iR < +oo.

=1t

On peut donc appliquer le théoreme de Fubini pour obtenir

/IR fit)dt = QZ/T:f(x) (/: Singmt)dt> dz.
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Or, le changement de variable u = xt montre que

R _: Rz _:
sin(xt sinu
/ Ldt = / du,
t=1 t u=z U
ce qui nous donne bien la relation

/IR fgt)dt = 9 /Om f(2) (/R Sii“du) dz,

R 7 00
/1 T g~ o / f(2) (6(z) - 6(Ra)) da.

Comme ¢ est bornée, mettons par M > 0 en valeur absolue, nous avons

soit encore

V€ [0, +00]|f(2)|(p(x) — p(Rx)) < 2M|f(z)|

et 2M|f| € LY(R*). De plus, pour tout z > 0, img_, 1 ¢(Rx) = 0. II découle donc du théoreme de la

convergence dominée que
R o
t
lim / &dt
R—+00 1 t

Y /O F@)6(x)da.

existe et vaut

4. a. C’est évident.

b. g est impaire. Si g est la transformée de Fourier d'une fonction f € L'(R), on a

Vz € R, 0=g(z)+g(-z) = / f(t)e_mdt +/ f(t)eimdt_
R R .

Le changement de variable u = —t nous donne

B:/Rf(fu)e’i“zdu,

et donc

vrER,  0=g(2)+9(-2) = /R (f(£) + f(=t))e"dt.

La transformation de Fourier étant injective, on en déduit que f(¢) + f(—t) = 0 pour presque tout t € R
donc que f est impaire presque partout.

c. Si g est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f, d’apres 4.b, f est impaire. D’apres la
question 3,

R
t
lim @dt
R—+0 1
existe. Or .
g(t) 2

t totoo 2Nt

R
t
lim / #dt:—i—oo,
1

R—+o00

Le critere de Bertrand montre que

ce qui est absurde.
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