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Probléemes

Probleme 1. Parties réversibles. Soit A une partie de R. On dit que A est réversible
si et seulement si il existe une fonction f : R — R continue telle que f(A) C R\ A et

FR\ A) C A.

1. Montrez qu’il n’existe pas d’ensemble réversible dénombrable.

2. Soit A une partie réversible.
a. Montrer que f(A) =R\ A.
b. En déduire que A ne peut étre ouverte.
c. En déduire que A ne peut étre fermée.

3. On se propose dans cette question de montrer qu’il n’existe pas de partie A réver-
sible qui soit un sous-groupe additif de (R, +).
a. Soit (H,+) un sous-groupe de (R, +). Soit a = inf{z € H | x > 0}. Montrez
que si a = 0 alors H dense dans R et que si a > 0 alors H = aZ.
b. En déduire qu'un sous-groupe non dénombrable de R est dense dans R.

Supposons maintenant qu’il existe un ensemble réversible A qui soit un sous-groupe
additif. Soit B =R\ A.
c. Montrez que, si g est 'application qui a x € R associe g(x) = f(z) + =, alors

g(R) C B.

d. Montrez que, si h est I'application qui a € R associe h(z) = f(x) — z, alors
g(R) C B.

e. Montrez que g et h sont constantes (On pourra montrer que é # () en utilisant
3.b)

f. En déduire une contradiction.

4. On se propose dans cette question de montrer que, si f est une bijection continue
de R dans R sans point fixe, il existe une partie A de R telle que f(A) C R\ A et
f(R\ A) C A. Soit donc f une telle application.

a. Montrez que f est strictement monotone.
b. Montrez qu’'on a : Vo € R, f(z) < x ou bien Vx € R, f(x) > =.
On note f° = Idg, f' = f, f> = f o f puis, pour n > 2, f**' = "o f. On dit que
x € R est en relation avec y et on note xRy si et seulement si il existe n € Z tel que
y = f"(x) (sin <0, on dira que y = f"(x) si et seulement si f~"(z) = y)
c. Montrer que R est une relation d’équivalence.
Soit (C);er les classes d’équivalence pour R. Pour chaque classe d’équivalence
C; avec i € I, on choisit un et un seul représentant ;. Posons alors A =
{f(x;) |iel, neZ}et B={f""Yz;)|iel, necZ}
d. Montrez que B = f(A), A= f(B), AUB =R.
e. Montrez en utilisant 4.a et 4.b que AN B = (). Conclure.
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5. Soit A = U [2n,2n + 1[. Montrez que A est réversible.

new

Probléeme 2. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé réel. Soit f une forme linéaire
sur F, c’est a dire une application linéaire de E dans R. On note H = ker f
1. Montrez que, pour tout a € E\ H ,on a H ® Ra = E.
2. Montrez que f est continue si et seulement si son noyau H est fermé dans E (on
montrera l'existence d’'un r > 0 tel que, pour tout x € B(0,7), on ait |f(x)| < 1).
3. Montrez qu'un hyperplan d’un espace vectoriel normé E est soit fermé, soit dense
dans F.
4. Soit H un hyperplan fermé d’un espace normé. Soit f une forme linéaire continue
associée (pourquoi une 7). Montrer que, pour tout a € E, on a :

_ ()]
Ao B) = g1

5. On se propose dans cette question de montrer qu’une forme linéaire f est continue
si et seulement si le complémentaire de son noyau E \ H n’est pas connexe.
a. Montrer que, si f est continue, E \ H n’est pas connexe par arcs. En déduire
qu’il n’est pas connexe.

Soit maintenant f une forme linéaire non continue. On se propose de montrer que
E \ H est connexe par arcs.
b. Montrer qu’il suffit pour cela de montrer que, pour tout a € E tel que f(a) =1,
il existe une application continue v : [0, 1] — E'\ H telle que v(0) = a et v(1) =
—a (on montrera que Cy = {zx € E | f(x) >0} et C_ ={z € E | f(x) <0}
sont connexes par arcs et que E\ H =C, UC.).
c. Montrer qu’il existe une suite (z,), de E telle que

20 = ai Y € N, f(@2) = 1 Y € N flaa| < o]l —_0.

On décompose z,, sur la somme directe £ = H ¢ Ra :
z, = h, + \,a.

d. Montrez que, pour tout n € N, A\, = 1.

On pose o = [|zg]| > 0 et définissons l'application ¢ de ]0,a] dans E de la facon
suivante :

(il = ) (@n + b)) + (E — [[2al)(@ns1 + hosr)

Vt € [[|[znaall lzall]l,  o(t) = [Tl — [[zn]

(En fait, ¢ est Papplication affine qui vaut x,, + h,, en ||z,|| et 2,11 + hpy1 en || z,11].)
e. Montrer que ¢ est continue sur |0, ]
f. Montrer que :

znsill = 1) (22n) + (¢ = [|2n])) (22011)
[z 1]l =l

vt [llznall lzalll, w(t) +a=



g. En déduire que :
vt € [[lenall, [zalll, o) +af <2t.

h. Montrer que, si on pose p(0) = —a alors ¢ est une application continue sur
[0, o] telle que ¢(0) = —a, p(a) = a et Vt €]0,a], f(p(t)) = 1.

i. En déduire 'existence de 7.

j- Montrer que f est continue si et seulement si le complémentaire de son noyau
n’est pas connexe et que f est continue si et seulement si le complémentaire
de son noyau n’est pas connexe par arcs.

Probleme 3. : Polyndémes orthogonauz. Soit E la partie de C([0,1],R) formée des

fonctions = pour lesquelles I'intégrale fol mzt(t) dt existe.

1. Montrer que x € E = z(0) = 0. Montrer que toute fonction continue, nulle et
dérivable a l'origine appartient a E. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de
C([0,1], R).

2. Montrer que E devient un espace préhilbertien si on pose

<x,y>:/0 z()y(t) .

t

3. Montrer que le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt s’applique a la suite
a, :t— t", n entier > 1 et fournit des polynomes P,,n > 1. Expliciter Py, P», Ps.

4. Soit F' le sous-espace de F formé des fonctions x qui sont nulles sur un intervalle
[0,a], a # 0. Montrer que F' est dense dans E.

5. En déduire que la suite (P,) est totale dans FE.

Probléme 4. : Base hilbertienne de L*>([—1,1],dz). Polynémes de Legendre. D"
désigne l'opérateur de dérivation d’ordre n. Les polynémes (n > 0)

Ln(z) D"((z* = 1)")

~ g
sont appelés polynomes de Legendre.
1. a. Soit m > n. Montrer que

/ D" (@t 1)") D" (1)) do = - / D7 (a — 1)) D" (22— 1)") do

1

En déduire que les polynomes L, sont deux a deux orthogonaux.
b. Montrer que

1

1
/_ [D"((z* = 1)")]° dw = (2n)!/ (1— 22)" da.

1 -1

2 2n+1
2n+17 2

une suite orthonormale de I’espace préhilbertien £ = C([—1,1],] - ||2)-
2. Démontrer, grace au théoreme de WeierstraBl, que la suite (P,), est totale dans E.

En déduire que ||L,||3 = L,, forment

donc que les polynoémes P, =
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Montrer que les (P,), forment une base hilbertienne.

. On pourra constater que les polynémes obtenus a partir de la suite des monomes
2" par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt sont les polynomes de
Legendre.

—~

Probléme 5. : On considére un segment [a,b] de R, une application continue w :
[a, b] —]0, +00[ et un entier £ > 0.
1. Pour toutes fonctions continues f et g définies sur [a, b] et & valeurs réelles, on pose

(f.9) = / fBgw®dt et |If]l = V)

(a) Montrer que l'application (f,g) — (f,g) est un produit scalaire sur I’espace
C ([a,b]) et que 'application f +— || f|| est une norme sur cet espace.

(b) Montrer qu’il existe une unique suite (P, ),>o de polynémes unitaires (c’est-a-
dire dont le coefficient du terme de plus haut degré est égal a 1), vérifiant, pour
tout n € N, deg P, = n, {Fp,..., P,} est une base de R, [X], et telle que les
polynémes P, soient deux & deux orthogonaux (pour le produit scalaire défini
du (a)).

(c) Pour tout n € N, on veut montrer que le polynome P, admet exactement n
racines distinctes dans Uintervalle |a, b|

(i) Montrer que P, a, au moins, une racine de multiplicité impaire appartenant a
|a, bl.

(73) Soit {x1, ..., x5} 'ensemble des racines de P, dans ]a, b| de multiplicité impaire.

Montrer qu’on peut écrire, pour tout = € [a, b]

ol () est un polynéme de signe constant sur [a, b].
(7i7) On suppose k < n. Montrer que

p k
/ H(ﬂf — 2;)*Q(2)w(x)dx = 0.

(iv) Conclure.
(d) Soit f € C ([a,b]). Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynéme
Q. € R, [X] tel que
— Q|| = inf ||f — R||.
If = @ull = inf [If — Rl

2. On note xy < ... < xy les racines du polynéme P, ; dans l'intervalle |a, b|.
(a) Montrer que, pour tout 0 < i </, il existe un unique polynéme L; € R,[X] tel
que, pour tout 0 < 5 </, on ait :

Li(xj):{o siojAd

1 st j7=1
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Vérifier alors que {Ly, ..., L¢} est une base de R,[X].
Pour tout 0 < i </, on pose :

)\7; = /b Lz (t)w(t)dt

(b) Montrer que si f € Ry[X], alors :

b V4
/ POt =3 At ()

i=0

(¢) Supposons que f € Ropiq[X].

(1) Justifier qu’il existe alors ¢, r € Ry[X] tels que f = qPpy1 + 7.
(7i) Déterminer :

b
/ 4(2) Pros (2)w(2) da

(#4¢) Montrer que, pour tout 0 < j < ¥, f(z;) = r(x;).
(iv) En déduire que :

b 4
| rwde =3 xste)

3. On suppose que yy < ... < y; €la,b[ et po,...,us € R sont tels que, pour tout

f € Ror1[X], on ait : .
b
[ st =3t
a i=0

On pose alors:
‘
T (X H (X — y]
7=0

(a) Montrer que, pour tout P € R/[X], on a :

/ ’ P(t)mesr (Hw(t)dt = 0

(b) En déduire que, pour tout 0 < j </, on a y; = ;.
(c¢) En utilisant les polynémes L;, montrer que pour tout 0 < j < /¢, on a pu; = ;.

4. On admet que pour toute fonction f : [a,b] — R de classe C**2, il existe ¢ €]a, b]
tel que :

20+2 b
(f2£—+(2€))! / P2(t)w(t)dt

=0

Montrer que dans le cas ou f(t) =122 ona:

£0

t)dt — Z i f (i)
=0

5



Probléme 6. : Probleme sur les espaces de Sobolev, autour des opérateurs elliptiques
et du théoreme de Lax-Milgram.

Rappels sur les distributions.  Soit Q un ouvert de RV,

e Si f est une fonctions définie sur 2 a valeurs dans C, on appelle support de f et on note supp f

Iensemble {z € Q , f(z) # 0}.

e D () désigne 'ensemble des fonctions C*° & support compact K dans 2
e D(Q) = U Dg(Q).

K compacts de

e On dit que T est une distribution sur €2 si et seulement si 7" est une forme linéaire sur D(€2) telle que :

VK compact de Q, ICx >0, 3INg, Ve eDg(Q), |[T(p) =T, )| <Cgk \Tali( [10%0||o-
al<Ng

(on rappelle les notations suivantes : pour a = (aq,...,ay) € N on note |a| = a1 + -+ + ay, et

oled

= o a, /-
Ox(" - Oxy"

a(l’

e Si de plus, on peut trouver un entier N majorant tous les Nx dans I'inégalité précédente, alors on dit
que T est d’ordre inférieur ou égal a N.

e On appelle distribution de Dirac en point a € Q la distribution notée 4, qui a ¢ € D(2) associe

(00, 0) = p(a).

On vérifie que c’est une distribution d’ordre 0.

e Si f est une fonction localement intégrable, alors elle définit une distribution que 1’on notera toujours
f et qui est définie de la maniere suivante :

Vo € D(Q), <f7s0>:/9fso~

Cette indentification est bien injective, c’est a dire que deux fonctions f et g définissent la méme
distribution ssi elles sont égales presque partout. De plus elle n’est pas surjective. En effet, il n’existe
pas de fonction localement intégrable f telle que dp = f au sens des distributions (par exemple).

e Toute distribution T est différentiable de la maniere suivante : on définit pour a € NV, 9T par :
Vo eD(Q), (0T, p) = (-1)*(T,0%).

Cette définition est motivé par le fait que, si T est la distribution associée a une fonction f de classe
C®, alors 0T sera la distribution associée & la fonction 9% f (intégration par parties, via la formule de
Stokes).

Partie I: L’espace H"(RY)

Soient N € N* et m € N. On dit quune fonction u définie sur RY appartient a
'espace H™(RY) (encore noté W™?2(R") ou, dans la suite de ce probleme, H™) si, et
seulement si, u € L*(RY) et toutes les dérivées de u d’ordre inférieur ou égal & m au
sens des distributions appartiennent & L?(RY).

(a) (i) Montrer que l'application de H™ x H™ dans C qui, a (u,v) fait correspondre

(u,v) = Z /RN 0“u(z)0%v(x)dx

|la|<m
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(0)

définit un produit scalaire sur H”. On notera ||.|| ;. la norme associée.

(#4) Vérifier que, muni de ce produit scalaire, H™ est un espace de Hilbert. Pour
cela, on utilisera le fait que L?(RY) est complet, et on remarquera que la
convergence L? implique la convergence au sens des distributions.

On cherche & montrer que D(RY) est dense dans H™.

(i) Soit p € LY(RY) et u € H™. Montrer que p xu € H™ et que, pour tout
multi-indice a avec |a| < m,

0% (p*xu) = p*du.

Indication: le voir d’abord quand p est continue a support compact, puis
utiliser une suite (p,)nen qui tend vers p dans L'(RY).
(73) Soient u € H™ et (p,)nen une suite régularisante. Montrer que

Jim =k pl|n = 0.

En déduire qu’il existe une fonction v € H™ N C*®(RY) telle que ||[u — v|| yn <
g/2.

(iii) Soit ¢ € D(RY) valant 1 sur la boule unité de RY. Pour tout R > 0, on définit

vr(x) = v(x)Y <%> .

En calculant 0“(vg — v) pour tout « vérifiant |a] < m a laide de la regle
de Leibniz, montrer que, pour R assez grand, ||[v — vg| g < £/2 (on utilisera
notamment le théoreme de convergence dominée). Conclure.

Partie I1: L’espace H ™ (RY)
Pour m € N, on note H ™ (R") (ou H ™) 'espace des distributions T' € D'(R")

telles qu’il existe C' > 0 vérifiant

(a)

V¢ € DRY), [T(¢)] < C ||| g -

Soit T € H~™. Montrer que l'application définie sur D(RY) par ¢ — T(¢) se
prolonge en une forme linéaire continue sur H™. On utilisera la densité de D(RY)
dans H™.
Soit maintenant L une forme linéaire continue sur H™.
(i) Soit K un compact de RY. Montrer quil existe C7- > 0 tel que, pour toute
¢ € Dk,
(@) < Cx  sup  [0¢(x)].

z€K, |a|l<m

(i1) En déduire que la restriction de L & D(RY) est une distribution d’ordre inférieur
ou égal a m, puis que L € H™. On veut prouver qu'une distribution 7" ap-
partient a H ™™ si, et seulement si T' est une somme de dérivées d’ordre < m
de fonctions de L?(RY).

Soit u € L*(RY) et |a| < m. Montrer que 9% € H ™.

Soit maintenant T € H ™.



() On pose
A={aeN" |a| <m}

et
( ) { Ua)aca; Yo € A u, € L2(RN)}

Vérifier rapridement que ( ) est un espace de Hilbert si on le munit du

produit scalaire
OW) =3 [ walayoateda.

acA

i1) Soit D I'application de H™ dans (L? 4 qui a u associe Du = (0%u . Vérifier
acA
que D est une isométrie de H™ sur un sous-espace fermé F' de (LQ)A.

On note P la projection orthogonale de (LQ)A sur F'. Pour tout W € (LQ)A, on pose
LW)=T (D 'oP(W)).

Montrer que L est continue sur (LQ)A et en déduire qu’il existe V' € (L2)A tel que, pour

tout W € (LQ)A,
LW)=WIV).

(797) En déduire qu’il existe (vy)aca € (LQ)A tel que, pour toute ¢ € D(RY),

Z/ 0" p(x)va ()

acA
(iv) Conclure.

Partie III: le théoreme de Lax-Milgram

On note H un espace de Hilbert sur R, B une application bilinéaire de H x H dans
R qui possede les propriétés suivantes :

a) il existe un réel ¢ > 0 tel que pour chaque z,y € H on a |B(x,y)| < ¢||z|| ||yl

b) il existe un réel a > 0 tel que pour chaque x € H on a B(x,z) > al|z|*.

(a) Montrer que pour chaque élément y € H il existe un élément z € H, unique, tel
que pour chaque x € H on a (x, z) = B(x,y). Dorénavant z sera noté T'(y).

(b) Montrer que T est une application linéaire continue de H dans lui-méme de norme
<ec

(¢) Montrer que T est injective.

1
d) Soit z € T(H) et y € H tel que z = T'(y). Démontrer que ||y|| < —||z]|-
a

)
)
e) Montrer que T'(H) est fermé dans H. [On pourra utiliser la question précédente]
) Montrer que T(H) = H. [On pourra tout d’abord montrer que (T (H))* = {0}]
) Démontrer qu’il existe un homéomorphisme linéaire S de H dans lui-méme tel que

(

(

(

(9 :

1S]| < =, IS} < ¢ tel que pour chaque z,y € H on a (x,y) = B(zx, S(y)).
a

(h) Soit f une forme linéaire continue sur H.
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1
(1) Montrer qu’il existe un unique vecteur v € H tel que ||v|| < —||f]| et que, pour
a
chaque z € H on a, f(z) = B(x,v).
(2) On suppose de plus dans cette question que la forme bilinéaire B est symétri-
1
que. On note J 'application de H dans R définie par J(z) = §B($, x) — f(x).

Montrer que, pour chaque vecteur z € H, on a J(v) < J(z). [Ecrire x = v+ h
et développer J(x)] Montrer que v est le seul vecteur de H possédant cette
propriété.

Partie IV: Application a une EDP

Dans cette partie, toutes les fonctions et distributions sont a valeurs rélles.
Soient (a;j)1<ij<n des fonctions de L*(RY). On suppose qu'il existe ¢ > 0 tel que,
pour tout & € CV et tout z € RV,

N
> ay(@)6& > cl¢.
ij—1

(a) Vérifier que, si u € H' et si

N

A(u) = Z 9i(a;;05u),

i,j=1

alors A(u) € H~'. On veut prouver le résultat suivant: pour tout A > 0 et tout
f € H™', il existe un unique u € H' tel que

A(u) — du = f.

(b) Montrer que I’expression

(u,v), = Z /RN a;j(x)0u(z)0v(x)dx + )\/RN u(z)v(z)dr

i,j=1

est un produit scalaire sur H'(RY) et qu’il définit une norme sur H'(RY) équiva-
lente & la norme ||| ;1 gw)-

(c) Déduire de la question précédente que, si f € H'(RY), alors il existe un unique
ug € HY(RY) tel que, pour tout v € H, f(v) = (ug, v).
(c) Soit f € H~!. Pour tout u € H', on pose

J(u) = %/RN Z a;j(x)0u(x)0;u(r)dr + %)\/Ry u?(z)dx — f(u).

Montrer que J atteint son minimum en un point unique w € H', et que, pour toute
¢ € D(RY),

N
f(o) = /]R > aij(2)0ip(x)dw(x)d + A . o(x)w(z)dz.

i,j=1



En déduire que, si u = —w, on a A(u) — \u = f.
(d) Montrer de plus que u est le seul élément de H' vérifiant A(u) — \u = f.

Probleme 7. : Probleme sur le théoréme de Malgrange-Ehrenpreis.

Le but de ce probleme est de donner une preuve du théoreme de Malgrange-Ehren-
preis démontrant ’existence d’une solution élémentaire pour tout opérateur aux dérivées
partielles linéaire a coefficients constants. Afin de simplifier (un petit peu) la preuve,
on se placera ici dans le cadre réel, c’est-a-dire que les opérateurs, les fonctions et les
espaces de Hilbert considérés seront toujours réels. Néanmoins, la preuve du théoreme
de Malgrange-Ehrenpreis dans le cadre complexe est tout a fait analogue.

Soit donc

ol
P(D) = Zajﬁ

un opérateur différentiel linéaire a coefficients constants, ot seul un nombre fini des a;
sont des réels non nuls et ou

ol it +in

J: j17"'7j 9 J:j1++j etr = - — .
( n) | | n ox’ 8.1’{1...((9:(:#

On dira que P est d’ordre m si et seulement si le polynome

PN = Y
est de degré m, soit encore si et seulement si a; = 0 pour |J| > m + 1.

On considere un ouvert €2 de R". D(Q2) désigne I'espace des fonctions de classe C'>
A support compact dans et & valeurs réelles. L?(2) désigne l'espace de Hilbert des
classes de fonctions mesurables a valeurs réelles et de carré intégrable pour la mesure
de Lebesgue dans €. Les normes et produits scalaires dans L?(Q) seront notés (-,-) et
| || (et parfois (-, ), et || - [|o quand il y a ambiguité) : pour u,v € L*(Q), on a

(u,v)z/uvd)\ et Hu||2=/u2d)\
Q Q

ol d)\ désigne la mesure de Lebesgue sur R”. Quand u est un élément de L*(R"™) (resp.
L*(Q2)) et © € D(R") (resp. D(Q)), on notera aussi

(u, ) = / updX (resp. (u, ) = /Q u¢dA).

On se propose de montrer qu’il existe une distribution 7" sur R” telle que
P(D)T =4y

ol ¢y désigne la masse de Dirac en 0. Pour cela, la démarche sera la suivante : dans la
partie I, on utilise une inégalité de Hérmander (prouvée en Annexe) pour prouver que,
si g € L*(Q) ou Q est un domaine borné de R" alors il existe u € L?(Q) tel que

P(Du=g
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au sens des distributions. Dans la partie II, on utilise une version pondérée du théoreme
de Hérmander pour montrer que, si g € L?>(R") et si supp g C § ouvert convexe, alors
toute solution de P(D)u = g donnée par la partie I vérifie supp u C €. Dans la partie
III, on utilise un procédé de “recollement” pour montrer que pour tout g € LIQOC(R”), il
existe u € L} (R") tel que

P(D)u = g.

Enfin, 'inégalité de Hormander est prouvée en Annexe.

Questions préliminaires

ol
1. Soit P(D) = Z e et g € L} (R"). Montrez que u € L} (R") est solution de

P(D)yu=g
au sens des distributions si et seulement si :

Vo € DR")  (u, P*(D)p) = (g, »)

ol
) PD)=> (-D)Va;=—.
oi (D) = Y (-1)Vlay S
2. Soit H définie sur R" par H(zy,...,z,) = 1 si tous les x; sont positifs et 0 sinon.
Montrez que
O"H
—— = 0p.
oxy---0x,

3. Montrez que, si pour tout g € L? (R"), il existe u € L? (R") tel que P(D)u = g

loc loc
au sens des distributions, alors il existe une distribution E telle que P(D)E = &.

ON ADMET LES RESULTATS SUIVANTS (Inégalité de Hormander) : Si € est
un ouvert borné de R", il existe une constante Cp > 0 telle que :

Vo e D) [[P(D)¢ll = Crliell (1)

et on peut prendre

1
Cp=C(PQ) = oo ‘I}ﬁﬁﬂaﬂﬂ) (1)

ou J! = jil... 5,0 et A =sup,cq|z| (] -| désigne la norme euclidienne usuelle sur R").
Ces résultats sont prouvés en annexe.
Partie I : Résolution de P(D)u = g dans L*(Q).
On se propose de montrer que, si 2 est borné dans R" et g € L%(Q), alors il existe
u € L*(Q) solution de

P(D)u=g

11



au sens des distributions avec |[u]| < ||g||/Cp, o Cp = C(P,2) > 0 est la constante
introduite précédemment.

1.

2.

Montrez que Vo € D(Q) [P*(D)e|| > Cplle|-

Soit B = {¢ = P*(D)y / ¢ € D(Q)}. En utilisant la question précédente, montrez
que lapplication E > ¢ — (g,¢) est bien définie et que c’est une forme linéaire
continue pour la norme L?.

. Montrez qu'il existe v € E (adhérence de E pour la norme L?) tel que

Yo € D(Q)  (g,9) = (u, P"(D)yp).

4. Conclure.
Partie II : Inégalité de Hormander pondérée.
Support de la solution.
1. Soient P(D) et ©Q comme précédemment. En appliquant I'inégalité de Hérmander
(1) a
n
Y= e?xlgp
et Q, (D) = e3™ P(D)[e 3714],
(justifiez au passage que c’est bien un opérateur différentiel linéaire & coefficients
constants),
montrez que : VneR / e |P(D)p|*d\ > C’g)n / e || 2d.
Q Q
2. Montrez que, pour tout n € R, Cq, = Cp.

. En faisant tendre n vers +oo, montrez que, si ¢ € D(R") et P(D)y = 0 dans le

demi-espace {z1 > 0}, alors ¢ = 0 dans ce demi-espace.

. Montrez que, si 2 est un ouvert convexe de R" et si ¢ € D(R") est tel que P(D)p =

0 en dehors de €, alors ¢ = 0 en dehors de 2 (on pourra utiliser le fait que I'image
d’un opérateur aux dérivées partielles par une transformation affine est encore
un opérateur aux dérivées partielles linéaire a coefficients constants, et utiliser la
version géométrique d’Hahn-Banach).

. Soit ¢ € L2 (R") tel que P(D)y = 0 en dehors de Q (toujours au sens des distri-

loc

butions). Soit x € D(R") tel que Supp x C Bj la boule ouverte de centre 0 et de
rayon 1 et tel que [;, xdX = 1. Pour € > 0, on pose . = p#*x. avec x(t) = = x(L).
a. Montrez que p. € C*(R").
b. Montrez que P(D)p. est nul en dehors de 2y, = Q2+2¢ By, puis que p. € D(R").
c. Montrez que . — ¢ dans L*(K) pour tout compact K de R" quand € — 0.

12



d. Montrez que ¢ = 0 en dehors de 2.

Partie IIT : Résolution de P(D)u = g dans L? (R").

loc

Pour p > 0, on note B, la boule ouverte de centre 0 et de rayon p dans R".

1. Dans cette question, on se propose de montrer que, si 0 < r < ' < R et si
v € L*(By) vérifie P(D)v = 0 dans B, il existe une suite (v;); dans L?(Bp) telle
que P(D)v; = 0 dans By et telle que v; tend vers v dans L*(B,).
a. Montrez que, quitte & prendre un ' un peu plus petit, on peut supposer que
v est de classe C™ et vérifie P(D)v = 0 dans B,.
b. Montrez que, pour obtenir I'existence de la suite (v;);, il suffit de prouver le
résultat suivant :
Si g € L*(B,) est tel que (o, g)5 = 0 quel que soit a € L*(Bg) tel que
P(D)a = 0 dans Bg ; alors (v,g)p = 0.
Soit donc g € L*(B,) tel que (o, g) 5 = 0 quel que soit o € L*(Bg) tel que P(D)a =0
dans Bg. Le but des questions c,d,e,f et g est de montrer qu’on a effectivement (v, g) B =
0.
c. Soit ¢ € D(R").
i. Montrez que, si P(D)p = 0 alors (¢, g)p = 0.
ii. Si P(D)y # 0, montrez qu’il existe ¢ € L?(Bpg) tel que P(D)y = P(D)yp
dans By et tel que ||¢||5, < ||P(D)¢||s,/Cp, Cp étant la constante intro-
duite dans la partie I.
iii. En déduire qu’il existe C' > 0 ne dépendant que de g et de P et indépen-
dant de ¢ tel que

(0, 9)p | < C|IP(D)l 5y

d. Montrez qu’il existe w € L*(Bg) tel que

Vo € DIR")  (p,9)p = (P(D)p,w)p,
e.soitg = {0 ol wa={y S, Montes que g -
P*(D).
f. Montrez que w = 0 sur By \ B,.
g. Montrez qu’il existe v € D(R") tel que vjp. = v et P(D)v = 0 sur B,. Montrez
que (v, g)p = 0. Conclure.

2. On se propose de montrer dans cette question que

Vg € Li (R") Ju € L} (R") tel que P(D)u=g
On note comme précédemment By la boule de centre 0 et de rayon N. Soit g €
LZQOC(RTL)'
a. Montrez qu'il existe u; € L?(By) tel que P(D)u; = g sur Bs.
b. Supposons construit uy € L?*(By.1) tel que P(D)uy = g sur By,;. Soit
w € L?(By,2) tel que P(D)w = g sur By 2. Montrez qu’il existe v € L?(By2)
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tel que P(D)v = 0 sur By et [[v — (uy —w)||s, < 5r (on utilisera le résultat
de la question 1 de la partie III). On pose alors uyi; = v + w.

c. Montrez que P(D)uy41 = g dans Bys et que |luyi1 — un|p, < v

d. Montrez que (uy) converge vers un u dans L2 (R") au sens des distributions
et que P(D)u = g.

Annexe : Inégalité de Hormander.
Soit P(D) un opérateur linéaire a coefficients constants d’ordre m. On se propose
de montrer que, si €2 est un ouvert borné de R", il existe une constante Cp > 0 telle
que :

Ve e D) [P(D)¢ll = Crliell (1)
0
e

1. Supposons n =1, Q =]0,1[ et P(D) = Montrez que, pour tout ¢ € C5°(Q),

(@), 0) = (we,0) +{p,0) et {p,0) = =(2¢', ) — (29, ¢").
En déduire que [|o]|? < 2||¢'||||¢|l, puis (1) dans ce cas particulier.
2. Pour j € {1,...,n}, on définit P;(D) par
Pi(D)p = P(D)(zjp) — 2;P(D)gp. (2)
Montrez que P;(D) est soit nul, soit d’ordre inférieur ou égal a m — 1.

3. Soit A = sup,cq || (|| désigne la norme euclidienne usuelle sur R™). On se propose
de montrer par récurrence sur m > 0 la propriété P(m) suivante :

P(m) = Pour tout opérateur P(D) linéaire & coefficients constants d’ordre infé-
rieur ou égal a m, si Pj(D) désigne 'opérateur défini par (2), alors on a :

Vo e D(Q)  [[Pi(D)gll < 2mA[P(D)epl]” (3)

Montrez que P(m) est vraie pour m = 0.
Montrez que, si P(m) est vraie, alors, pour tout opérateur P(D) d’ordre
inférieur ou égal a m, on a :

o P

Voe D)  [|IP(D)(z;p)l < (2m+ 1A P(D)e|
c. Montrez que Vo € D(Q) |P(D)gl||? = || P*(D)epl*.
d. Soit m > 1. On suppose que P(m — 1) est vraie. Soit P(D) un opérateur
différentiel a coefficients constants d’ordre m.
i. Montrez que

Vo € D(Q)  (P(D)(xj9), P(D)g) = (x;P(D)g, P;(D)¢) + ||Py(D)e|?
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ii. Montrez que Vo e D(Q)  (P(D)(x;9), P(D)p) =
(P;(D)(zj), P*(D)gp)

iii. Montrez que
Ve e D(Q) IPD)el = (P(D)(a;0), P*(D)g) — (;P(D), Py(D).
iv. En utilisant 3.b, 3.c et I’hypothese de récurrence, montrez que
Ve eD©)  IPID) (i)l < (2m — 1)A|P(D)el
v. Montrez queVp € D(Q)  [(z;P(D)e, Pj(D)p)| < A P(D)ell[|P;(D)el],
puis que || P;j(D)pl|| < 2mA|P(D)yl|. Conclure.
4. Montrez que (1) est vérifiée (on raisonnera par récurrence sur l'ordre de P).

5. Montrez que, dans (1), on peut prendre

1
C=C0P9)=g—m ﬁﬂgﬁﬂaﬂﬂ)

ott JU= gyl . g

Question subsidiaire.

Montrez que tout opérateur différentiel linéaire a coefficients constants complexes
a une solution élémentaire.

Probleme 8. Le probléeme comporte trois parties ; la partie II s’appuie sur un
résultat qui sera démontré dans la partie I11.

PARTIE I

Notations.

o
% est I'espace de Hilbert des suites a = (a,),>0 de complexes telles que Z la,|* <
0

o0 2
+00; il est muni de sa norme hilbertienne usuelle : ||a|| = (Z [

0
N* est I’ensemble des entiers > 1 ; si A est une partie finie de N*, |A| désigne le

cardinal de A.
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Sia,b € £2, axb = c (convolée des suites a et b) est par définition la suite ¢ = (c,)n>0

Cn, — Z aibj.

i+j=n
1,j=0

ou :

Pour £ C N*) on pose Ay(F) = |[EN[N,2N]|| (N € N*) et A\(F) = sup[Ay(E)] <

NeN N
+00.
E est dit lacunaire si A(E) < 400 (propriété arithmétique de F).
E est dit régulier si a,b € /> = (a * b)1p € ¢? (propriété analytique de F).
(Siaxb=c,d= clg est par définition la suite (d,,) avec d,, = ¢,, sin € F, 0 sinon.)

1. Donner un exemple de a,b € £2 telles que a x b & 2.
(Indication : on pourra prendre a, = b, = (n + 1)~® pour a > 0 convenable.)

2. On suppose E régulier et on fixe b € .

a. Montrer que L, définie par Ly(a) = (a * b)1p, est une application linéaire
continue de #? dans £2. (Indication : soit (a') une suite de £? ; montrer que les
deux hypotheses a’ — a et Ly(a’) — a’' (ol a,a’ sont des éléments donnés de
%) entrainent la conclusion a’ = Ly(a).)

b. Montrer que Ly(a) = L,(b), Va,b € £ et en déduire que sup ||L;(a)|| < oo,
[ES

Ya € (2.

c. En utilisant le théoreme de Banach-Steinhaus, montrer qu’il existe une con-
stante M < oo telle que :

Va,b e 2, |[(axb)igll < Mllal|[1b]l.
La meilleure constante M possible sera notée M (F).
3. Soit E un ensemble régulier ; montrer que E est lacunaire et que plus précisément :
ANE) < 4M(E)).

(Indication : pour N € N* fixé, considérer a et b définies par a = b, a,, = 1 si
0<n<2N, a, =0 sinon.)

4. Soit E un ensemble lacunaire, a et b € £ avec |a|| = ||b]| = 1, ¢ = a * b.
a. Montrer que ¢, = Z a;ib—; + Z biay—;.
5<i<n 5<i<n

b. Montrer que |c,|* < 2 Z la;|* + Z bi*| .

n ; n ;
§<z§n §§z§n

c. Montrer que F est régulier et que plus précisément M(E) < Cy/A(E) ou C
est une constante numérique dont on indiquera une valeur possible.

Ainsi, F régulier <= F lacunaire.
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5. Un ensemble F' = {\;};>1 C N, avec \; < X < ... < A\j < A\jp1 < ... est dit un

ensemble de Hadamard si A\j11 > 2A;, Vj > 1. Pour E C N*, montrer I'équivalence
des propriétés :

1. E est lacunaire ;

71. F est réunion finie d’ensembles de Hadamard.

6. Soit E = {uy,ug,...,u,,...} Pensemble des termes de la suite de Fibonacci définie
par ug = u1 = 1, U1 = U, +u,_1 sin > 1. Montrer que E est lacunaire et calculer
AME).

PARTIE II

Notations : L' est ’ensemble des classes de fonctions complexes localement intégrables,
2w —périodiques muni de la norme :

1 27
I =52 [ 170lar

Y 1 27
Pour f € L' et n € Z, on pose f(n)

= e Mt dt,
5 | S

1
1 27 2
On définit de fagon analogue L?, muni de la norme || f||s = ( / \f(t)]2dt.) :

2w 0
On définit aussi, pour j=1,2: H' = {f € L7 ; f(n) =0, Vn < 0}.

On admet aussi dans cette partie le résultat fondamental suivant :

VfeH', 3getheH® tellesque f=gh et [flli=lgllllblz- (%)
1. Montrer que Vg € H?, 3G € H? telle que :
a. G(n)=g(n)|, VYnez;

b. |Gz = llgll2-

2. Soit f € H' ; montrer qu’il existe F' € H' telle que :
a. |f(n)|<F(n), Vel
b. [Flly < I f]lh-

[Indication : utiliser (x).]

3. Soit a 'élément de L' défini par a(t) =i(m —t) si 0 < t < 2.
Montrer que n € N*

SI=

— a(n)
4. Soient f, F' comme dans la question
o F(n)
a. Montrer que Z — < 7||F||x.
—n

\G)
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POl .
n

o
b. Montrer que Z
1

1

2
5. Soit E C N* un ensemble lacunaire et soit f € H'. Montrer que (Z |f(n)|2> <

ner

C/AE)| f]l1, ou C est comme dans 1.4.c.

6. On rappelle les propriétés du noyau de Féjer ky (N € N¥) :
S Jl
kn(t) = ZN( — ﬁ) e’ et ky(t) >0 Vi
j—

A Tlaide de E = {27};5¢ et de f = ky, montrer que I'inégalité de la question 5 n’est
pas valable en général pour les fonctions de L!.

PARTIE III

On se propose de démontrer le résultat (x) de la partie II.

Notations.
w est une fonction positive de L'.
L?(w) est I'espace de Hilbert des fonctions complexes f telles que |f|?w € L!, muni

de la norme : )
271' dt 2
2 = 2 R
11122 ) </0 |f(O)] w(t) 27T->

Sin € Z, e, est la fonction définie par e, (z) = ™.

V est l'espace vectoriel engendré par les (e,),0. V est I'adhérence de V dans
L2 (w).

W est l'espace vectoriel engendré par les (e, )n-0-

W, ={ReW;R=R).

1. a. Montrer que f € V et n > 0 entrainent : e, f € V.
b. Montrer que Re W, < R=P+PavecPcV.

2. a. Montrer qu'il existe un unique ¢ € V tel que :
1L+ ¢llrzw) = It [[1+ Pllzw).

b. Si ¢ =1+ ¢, montrer les deux égalités suivantes :

27
/0 (56nw)(t)g—; =0 sin>0. <>|<>|<)
/O%(WQan)(t)g—; =0 sin>0. (5 * %)

c. En déduire qu’il existe ¢ > 0 tel que (|¢|?w)(t) = c*>  dt presque partout.
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3. a. On suppose que la constante ¢ de la question précédente est > 0 et on pose
h = % ; montrer que h € H?. [Indication : utiliser (xx).]
~ 27 _ dt ~
b. Montrer que P V. = *h(0) = / (14 P)ow] (t)2— puis que ~(0) = 1.
0 ™

Dans la suite de III, on aura besoin de la notation suivante :

2
|mm:em{4 InJu(t)]) 2

2—] (ot u € L' et In est le logarithme népérien).
s
(On a0 < |lullp < o0).

4. a. Montrer que ||ullo < ||ul, Vu € L.

b. Montrer que si u, v, uv sont dans L' : ||uv|o = ||ullo||v||o-
s dt

c. Soit R € W, ; montrer que ||w||y < / eR(t)w(t)2—.
0 s

2m
d. On suppose Inw € L' et / (Inw)(t)dt = 0 ; montrer qu’il existe une suite

0
gn de fonctions réelles, bornées et d’intégrale nulle sur [0, 27| par rapport a dt,
27
dt
telles que / e Ww(t)— — 1.
0 2

e. Pour n fixé, on pose Ry = ky * g, ; montrer que Ry € W, et que :

2m 2m

: dt dt

lim eR““‘a‘(t)w(t)— :/ eg"'(t)w(t)—
J—00 0 27 0 21

ou (V;) est une sous-suite convenable de la suite des entiers > 1.

f. Montrer que I'on a toujours (c’est-a-dire méme si lnw ¢ L) :

il = ng [ emOu(n &
w = 1 (& w - .
07 Rew, 0 2T

2m
dt
5. a. Montrer que |Jwljp = 1131615 {/ (|eP|2w)(t)%} :
0

b. Montrer que si P € V, il existe une suite (Q,),>1 de V avec 1 + Q,, — e’
uniformément sur [0, 27] et en déduire que :

2w dt
> inf 1 2 —
ol > jnf, [ 11+ QPw)(O 3

puis que || |1+ PP*p > 1, VPeV.
2
dt
. Montrer que ||wl||o = inf / (J1 4+ Q*w) (t) —.
Q<v

27

o

6. Soit f € H.

) 27 ) ) dt
a. Montrer que Q € V.. = |f(0) S/O ([T +QFIfIF)(t) =

2
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o~

b. Montrer que |f(0)] < || flo-
c. Montrer que f # 0 = | f|lo > 0.

7. Soit f € H', f # 0 et soit w = | f|.

a. Montrer que la constante ¢ de la question III.3.a. est > 0. Avec les notations
de cette question, on pose :

a = ch et ﬁ:i.
Q

2m
dt
b. Montrer qu’il existe une suite @,, de V telle que / (lof—(14+Qn) fH(t)— — 0
0

2T
et en déduire que ¢f € H'.
c. Conclure : f = af; a et 3 sont dans H? ; et ||al]2|B]l2 = || fll:-
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