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Résumé du cours d’Intégration

1. Intégrale de Riemann des fonctions réglées.

Fonctions réglées. f :[a,b] — C est dite réglée si et seulement si elle est
limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

Caractérisation des fonctions réglées. f : [a,b] — C est réglée si et
seulement f admet une limite a gauche et a droite en tout point.

Intégrale de Riemann des fonctions réglées. La définition de l'inté-
grale de Riemann des fonctions en escalier s’étend aux fonctions réglées de
maniere unique de la maniére suivante : Si (f,) est une suite de fonctions
en escalier convergeant uniformément vers f sur [a,b], alors la suite des

intégrales <fab fn(x)dx> converge vers un nombre, indépendant de la suite
n

(fn), que l’on note f; f(x)dz.

2. Fonctions Riemann-intégrables.

Définition d’une fonction Riemann-intégrable. Une application f :
[a,b] — C est Riemann-intégrable si pour tout € > 0, il existe deux fonc-
tions en escalier ¢ : [a,b] — C et u : [a,b] — R telles que

b
Vieabl,  |f(t) - o(t)] < plt) et / w(w)de < e

Théoreme et définition. Construction de l’intégrale des fonc-
tions Riemann-intégrables. Soit f : [a,b] — C une fonction Riemann-
intégrable. En donnant a € les valeurs d’une suite (g,,) positive et tendant
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vers 0 dans la définition, on voit qu’il existe deux suites (¢,) et (u,) de
fonctions en escalier sur [a,b] telles que

b
vneN, [f—eal < pn, lim [ p,(z)dr =0,

n—-+oo a

La suite <ij) gon(:c)dx) est alors une suite de Cauchy, donc convergente.

Sa limite ne dépend pas du choix des fonctions en escaliers p, et pu,. On
la note f;f(x)da:

Théoreme. Caractérisation des fonctions Riemann-intégrables.
f i [a,b] — C est Riemann-intégrable si et seulement si f est bornée,
continue sauf sur un ensemble négligeable.

Théoreme de convergence uniforme des suites de fonctions in-
tégrables. Soit (f,) une suite de fonctions intégrables de [a,b] dans C
qui converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f. Alors, f est
intégrable et

lim / b @) = / ’ f(w)de.

n—-+400

3. Sommes de Riemann.

Somme de Riemann. Soient f : [a,b] — C et (x;)o<i<, une subdivision
de [a,b]. On appelle somme de Riemann associée a f relativement a cette
subdivision toute somme

n

S(f,0,6) = Z(CE@ —zi1)f(&),

i=1
ou, pour tout i € {1,...,n}, & € [zi—1,x;] et £ = (& )1<i<n-

Théoréme. f : [a,b] — C est Riemann-intégrable si et seulement si les
sommes de Riemann associées a f convergent quand le pas de la subdivision
tend vers 0 (en particulier, elles convergent vers l'intégrale de f sur[a,b]).
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4. Intégrales généralisées.

Critére de Riemann. Soit o € R.

dx
/ o converge si et seulement si o > 1.

/ — converge si et seulement st a < 1.

Reégle de comparaison. Soient f, g : [a,b]— R" continues par morceaux
sur tout segment fermé borné inclus dans [a,b[. Si f = O(g) au voisinage

de b et si f g(x)dx converge, alors f f(z)dz converge.

Critéere de Bertrand. Soient o, 5 € R.

©¢)

d

/ o converge si et seulement si (¢ >1ou (a=1et §> 1))
5 x| Inx|f

Absolue convergence. Toute intégrale absolument convergente est con-
vergente.

Reégle d’Abel. Soit f : [a,b]— R, de classe C! et g : [a,b[— C continue
telle que f soit decroz'ssante et tend vers 0 en b, et il existe M > 0 tel que,
pour tout x € [a, b], < M. Alors f ft)g(t)dt converge.

5. Mesure de Lebesgue dans R.

Définition. La mesure extérieure de tout intervalle I (ouvert, fermé ou
semi-ouvert) et ayant pour extrémités a < b est le nombre réel positif b—a.
On le note m*(I)

On étend la mesure extérieure a tous les ouverts de R de la maniére sui-
vante :

Proposition et définition. Tout ouvert de R est réunion dénombrable
disjointe d’intervalles ouverts ]a,,b,[ pour n € N. Cette écriture est
unique. La mesure extérieure d’un tel ouvert sera alors

.¢]

> by — ap).

n=0



Résumé du cours d’intégration. 4
Définition. Soit A C R borné. La mesure extérieure de A est
m*(A) = inf{m*(U), U ouvert et A C U}.

Si A C [a, b], la mesure intérieure de A est m,(A) = (b—a) —m*([a,b]\ A).
Si maintenant A est non borné, les mesures extérieure et intérieure de A
sont

m*(A) = lim m"(AN[—n,n]) et m.(A) = lim m.(AN[—n,n])

n——+00 n—+00

On dit que A est mesurable si et seulement si m,(A) = m*(A4). On note
m(A) la valeur commune. m(A) est la mesure de Lebesgue de A.

L’ensemble des mesurables forme une tribu (¢f. section 6) et la mesure
de Lebesgue est une mesure(cf. section 6).

6. Tribus

Définition. Soit €2 un ensemble et A € P(£2). On note A° =\ A. Soit
T C P(2). On dit que T est une tribu si

(1) QeT
(2) VAeP(Q), AeT=A€T

(3)  V(A)). € PN, D A, eT.

n=0

On dit alors que (€2, 7)) est un espace mesurable et que tous les éléments
de 7 sont les ensembles mesurables.

On appelle mesure positive sur (£2,7) toute fonction p : T — [0, +0o0]
telle que

(1) w®) =0

(2) V(A,)n € PN, deux & deux disjoints, u <U An> = Z,U,(An).

On dit alors que (€2, 7T, 1) est un espace mesuré.
Si () < 400, on dit que p est une mesure finie.
Si Q=J",A, ot u(4,) < oo, on dit que u est o— finie.
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Mesure de Lebesgue sur [a,b]. On prend Q = [a,b]. T est la tribu
M, des sous-ensembles mesurables de [a,b] pour la mesure de Lebesgue

)

m. ([a,b], M,4), m) est un espace mesuré, et m est une mesure finie.

Mesure de Lebesgue sur R. On prend €2 = R. 7T est la tribu My des
sous-ensembles mesurables de R pour la mesure de Lebesgue m.(R, Mg, m)
est un espace mesuré, et m est une mesure o—finie.

Mesure de Dirac en un point. Soit {2 un ensemble muni de la tribu
T =P(Q). Siae N, on définit la mesure de Dirac en a par §,(A) = 1 si
a€AeT etpar §,(A)=0siag AeT.

Mesure de comptage sur N. On prend 2 = N. T est la tribu P(N) et
g est la mesure de comptage, c’est-a-dire que pq(A) est égal au cardinal
de A, pour tout A € P(N). (N, P(N), ug) est un espace mesuré, et g est
une mesure o —finie.

7. Fonctions mesurables.

Définition. Soient (Q,7) et (€', 7") deux espaces mesurables et f : 2 —
Y. On dit que f est (T,7T’)—mesurable (ou plus simplement mesurable)
si et seulement si,

VA e P(Q), AeT =f A)eT.

Proposition. Soit f, : @ — R une suite de Jonctions mesurables qui
converge simplement vers une fonctions f : Q0 — R. Alors f est mesurable.

8. Intégration.

Théoreme de la convergence monotone ou théoreme de Beppo-
Levi. Soit (f,), une suite de fonctions mesurables, croissante presque
partout a partir d’un certain rang. Si f = 1lim, o fn (qui eziste presque
partout et définit une fonction mesurables & valeurs dans R), alors

/fd,u: lim /fndu.
QO n—-+00 Q



Résumé du cours d’intégration. 6

Corollaire. Si (u,), est une suite de fonctions mesurables positives pres-
que partout a partir d’un certain rang, alors

/(z) dunfg/gund#.

Théoreme de Fatou. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables posi-
tives presque partout a partir d’un certain rang. Alors

/ liminf f, dp < lim inf/ fndp.
) 9)

Théoréme de la convergence dominée (Lebesgue 1908-1910). Soit
(fn) une suite de fonctions mesurables de 2 dans C qui converge simple-
ment vers [ presque partout. On suppose qu’il existe g : Q — RT intégrable
telle que, Yn € N, |f,| < g presque partout; alors :

(i) les f, et f sont intégrables.

(i) tim_ [ 17~ fldu=o0.

n—-+400 Q

(id) /Q f dp = lim /Q jm

Applications aux séries. Soit (u,) = f(n) une série absolument con-
vergente. Si Q =N, T = P(N) et u = pq est la mesure de comptage, on

a
00

n=0 N

Théoréme de la convergence dominée pour les séries.

Soit (an(m))nmen une famille de nombres complexes. On suppose qu’il
existe une série ¢, de réels positifs ou nuls qui converge et telle que, pour
tout (n,m) € N2, on ait |a,(m)| < c,. On suppose de plus que, pour tout
n €N, lim,, o ay(m) = by,. Alors > |by| < +00 et

i, > an(m) Zb

Théoreme d’intégrabilité termes a termes des séries de fonctions.
Soit (u,) une suite de fonctions de L*(2). On suppose que

D ]l < +oo.
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Alors :
- La série de terme général (u,) converge absolument presque partout ;
- flx) =320 qun(x) est définie p.p et est intégrable ;

/f ) du(x Z/undu

Corollaire. L!'(Q) est complet.

Théoreme de continuité et de dérivation sous le signe somme
pour un intervalle compact. Soient a < b deuz réels, (E,d) un espace
métrique, et f : [a,b] x E — C. Si f est continue, alors application
F(zr) = fabf(t,:lz)dt est continue sur E.

- Si I est un intervalle de R et si f : [a,b] x I — C est telle que ?
existe et est continue sur [a,b] X I, alors lapplication F(x f f(t,z)dt
est de classe O! sur I et F'(z) = fab g—i(t,x)dt.

- Si U est un ouvert de C et si f : [a,b] x U — C est continue et telle
que z — f(t,z) est holomorphe, alors 'application F(z f f(t,z)dt est

holomorphe sur U et, pour tout n € N, F"(z) = ’ gz;’f (t, z)dt.

a

Théoreme de continuité sous le signe somme dans le cadre de
I’intégrale de Lebesgue. Soient (2, 1) un espace mesuré, et (E,d) un
espace métrique. Soit f : Q x E — C telle que :

i. Pour toutx € E, t — f(t,z) € L}(Q)

i1. Pour presque tout t € Q, x +— f(t,z) est continue.

iii. 1l existe une fonction g € L*(Q) telle que, pour presque tout t €

et pour tout x € Q, |f(t,z)| < g(t).

Alors Uapplication F : x — [, f(t,z)du(t) est continue.

Théoreme de dérivation sous le signe somme dans le cadre de
I’intégrale de Lebesgue. Soient (2, 1) un espace mesuré, et I un inter-
valle de R. Soit f:Q x I — C telle que :

i. Pour toutz € E, t — f(t,z) € L'(Q)

it. Pour presque tout t € Q, x+— f(t,x) est dérivable.

iii. Il existe une fonction g € LY(Q) telle que, pour presque tout t €

et pour tout x € 2, |g—£(t,az)\ < g(t).

Alors Uapplication F : x — [, f(t,

F'(z) = [o gk (t,2)dut).

Ydu(t) est dérivable, et
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Théoreme d’holomorphie sous le signe somme dans le cadre de

I’intégrale de Lebesgue. Soient (0, ) un espace mesuré, et U un ouvert
de C. Soit f:Q x U — C telle que :
i. Pour tout z € U, t — f(t,z) € L'(Q)
it. Pour presque tout t € Q, z — f(t,z) est holomorphe
iii. 1l existe une fonction g € L*(Q) telle que, pour presque tout t €
et pour tout z € U, |f(t,2)| < g(t).
Alors Uapplication F : z — [, f(t,2)du(t) est holomorphe dans U, et

pour tout n € N, F"(z) = [, %(t, 2)du(t).

9. Intégrales multiples.

Définition. Soient (21,71, p1) et (a2, Tz, p2) deux espaces mesurés o—fi-
nis.

On note 71 ® 75 la tribu engendrée par les ensembles de la forme
A x Ay ou (Al,AQ) €T xTs.
Il existe une unique mesure notée p; ® po telle que

V(Ar1, A2) € (T, T2), 1 @ pa(A X B) = pu1 (A1) pa(A).
Cette mesure est la mesure produit de p; et po.

Théoréme de Tonelli. Soient (Qq,T1,11) et (Qo, T2, o) deuz espaces
mesurés o—finis. Soit f: (21 X Q9,71 @ Tz) — [0, +00] mesurable. Alors

/lem f(z,y) d(p @ po)(z,y) = /

31

- /QQ ( X f(x,y)du1($)> dpi2(y)-

Théoréme de Fubini. Soient (21,71, 11) et (Qo,To, o) deux espaces
mesurés o—finis. Soit f: (1 X Qo, T1 ® T2) — [0, +00] intégrable, c’est-a-
dire que

< o f(x’y)d/@(y)) dun (z) =

/leQQ |f(z,y)| d(p @ po)(,y) = /

0

( o, \f(x,y)Idm(g)) dp(z) =
_ /Q2 ( o \f(x,y)Idul(x)> dhin(y) < o0,
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Alors :

- pour presque tout x € Qy, y € Qo — f(x,y) est intégrable

- pour presque tout y € Qo, x € Q1 — f(x,y) est intégrable

- La fonction x € Q1 — fQ2 f(x,y)dps(y) est définie presque partout
et intégrable

- La fonction y € Qy +— le f(x,y)dui(x) est définie presque partout
et intégrable

et on a :

/QQ Flo,y) d(pm @ po)(z,y) = /

Q4

_ ,/92 < 5 f(m,y)dm(x)) dpiz(y)-

C’est en particulier le cas st [’'un des nombres

/){(/Y|f(:z:,y\du(y)> du(z)  ou /5/(/;(’f<x’y|du($)> dv(y)

est fini.

( % f(x’y)dﬂz(y)> djun () =

Théoreme de changement de variable. Soit U un ouvert de R" et
fe LY (U). Soit p:U — U un Ct'—difféomorphisme. Alors

fwwwwmwzfﬂmm,
U’ U

ot Jp(t) est le jacobien au point t € U’ de la fonction .

10. Espaces L”.

Pour 1 < p < +00, on note L#(2) = {f/ |f|* € L*(2)}. On note | f[|, =
(Jiy [ F1Pdp) .

L™ est I’ensemble des fonctions mesurables dont le module est borné
par une constante C' presque partout. On note

[ flloe = nf{C/ [f] < C p.p.}.

Inégalité de Holder. Soient f € LP(Q2) et g € LI(N2) avec 11? + % =1 et
1 <p<oo. Alors fg € L}(Q) et

gl < L fllpllglly-
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Inégalité de Minkowski. LP(2) est un espace vectoriel et || - ||, est une
norme pour tout 1 < p < oo.

Théoreme de Riesz-Fischer. LP est un espace de Banach pour tout
I <p<oo.

Inégalité de Jensen. Soit (2,7, u) un espace mesuré tel que u(2) = 1.
Soient a < b € R et f:Q —]a,b] un élément de L*(Q). Soit ¢ :|a,b[— R
convezxe. Alors on a l'inégalité

w(/gfdu) S/Q(wf)du-

11. Convolution, Régularisation et approximation par
convolution.

Théoréme. Soient f € L'(R") et g € LP(R") avec 1 < p < +o0. Alors,
pour presque tout x € R", la fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable sur
R"™. On pose

frglx)=[| flz—y)g(y)dy

RTL
Alors fx g € LP(R") et

LF* glly < 17111 llgll,-

Proposition et définition. Soit {2 C R"” un ouvert et f : 2 — R. On
considere la famille de tous les ouverts (w;);e; de Q2 tels que, pour tout
i €I, f=0p.p. surw;. On posew = J,.;w;. Alors f =0 p.p. sur w.
Par définition, supp f = Q\ w.

Proposition. Soient f € L'(R") et g € LP(R"). Alors supp (f * g) C
supp f + supp g.

Pour k € N, note C*(R") I’ensemble des fonctions de classe C* et & support
compact.

Proposition. Soient f € C*(R") et g € L} (R"). Alors

loc

fxgeC*R") et D(fxg)=(D"f)x*g,
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pour |a| = a1+ -+, <k et DY =03 -+ Opr.

Ty

En particulier, si f € C°(R") et g € L} (R"), alors f x g € C>*(R").

loc

Définition. On appelle suite régularisante toute suite (py) de fonctions
telles que

1
pr € C(R"™), supp p, C B (O, E) , /p;€ =1, pr > 0 sur R".
Théoréme. Soit f € LP(R") avec 1 < p < +oo. Alors p * f converge
vers f dans LP(R").
Corollaire. Soit 2 € R" un ouvert quelconque. Alors I'ensemble D({2)

des fonctions C* a support compact dans 2 est dense dans LP(2) pour
1 <p< +o0.

12. Calculs d’intégrales par la méthode des résidus.
* P(x)
d
/_oo Q)™

ou P et ) sont deux polynomes, () ne s’annule pas sur R, et deg () > deg
P+ 2.

1. Calcul des intégrales

T

(2

On considere f(2) = 533

que l'on integre sur le contour

O

YR

R O IR

et on fait tendre R vers +oo0.
Le résultat est

2m’2res (f,Im z > 0).
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[

ou P et (Q sont des polynomes, () ne s’annule pas sur R, et deg Q) > deg
P+ 1.

2. Calcul des intégrales

On considere f(z) = £ Ezg e’ que l'on inteégre sur le contour

O

t<0
R 0 +R

R O IR
YR

et on fait tendre R vers +oo.
Le résultat est

271 Z res (f,1/2 plan).



