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Serie 6: Connexite et espaces de Hilbert

Voir Gourdon p. 38{47, Pommellet p. 71{75.

Exercice 1: : Connexe et connexie par par arcs.

1.

2.

3.

Soit E un espace netrique et A une partie de E connexe par arcs.
Montrez que A est connexe.

Soit E un espace vectoriel nornme. SoitA une partie ouverte connexe
de E. Montrez que A est connexe par arcs.

SoitA=f(x;y) 2 R, R=y=sin %g [f Og [ 1;1]. Montrez que
A est connexe mais n'est pas connexe par arcs.

Exercice 2: : Connexie et connexit par arcs des groupes classiquesSoit

K=

R ou C.

On cesigne par M, (K) I'espace vectoriel des matrices carees de taille
na coe cients dans K.

Si A 2 My(K), on cesigne par A = 'A.

GLh(K)=fA 2 M,(K); detA 60g.

Un(C)= fA2M,(C);A 1= AqQg.

SU,(C)= fA 2 Uy (C); detA =1g.

On(R)=fA2M,(R);A 1= AQg.

SOR(R) = fA 2 On(R); detA =1g.

Etudier la connexit et la connexie par arcs de ces groupes.

Exercice 3: : Soit F un ferne de [0; 1] [0; 1] tel que, pour tout x 2 [0; 1],

fy 2 [0;1]=(x;y) 2 Fg soit un intervalle non vide |, de [G 1]. Montrer
gu'il existe x dans [Q 1] tel quex 2 I4.

Exercice 4: : Montrer que R?nQ? est connexe. (SoienfA et B deux points

de cet ensemble. Consicerer sur la nediatrice de A;B] I'ensemble des
points M tels que I'un des segmentsA; M |, [M; B ] contienne uneement
de I'ensemble cenombrableQ?).



Exercice 5: : Principe du maximum. Soit un ouvert connexe de C. On
dit qu'une fonction eelle continue sur est harmonique si et seulement
Si, pour tout x 2 et pour tout r> O tel que le disque ferne de centrex
et de rayonr soit inclus dans , on a:

f(x)= Zi/OZ f(x+re')d:

Montrer que si f harmonique est borree et atteint son maximum en un
point de , alors f est constante.

Exercice 6:
1. Montrez que R n'est pas homeomorphea R?.
2. Montrez que S n'est homeomorphea aucune partie de R.
3. Montrez que, siz=¢€ 2 St alorsh:]; +2 [3t7! € 2 Slnfzg
est un hormeomorphisme.
4. Montrez que toute injection continue de S dansS* est un homeomor-
phisme.

Exercice 7. Parties eversibles. Soit A une partie de R. On dit que A est eversible si et
seulement si il existe une fonctiorf : R! R continue telle quef (A) RnA etf(RnA) A.

1. Montrez gu'il n'existe pas d'ensemble eversible cenombrable.

2. Soit A une partie eversible.
a. Montrer que f (A) = RnA.
b. En ceduire que A ne peut étre ouverte.
c. En ceduire que A ne peut etre fernee.
3. On se propose dans cette question de montrer qu'il n'existe pas de partid eversible
qui soit un sous-groupe additif de R®;+).
a. Soit (H; +) un sous-groupe de R;+). Soit =inffx 2 H j x> 0g. Montrez que
si =0 alors H dense dansR et que si > O alorsH = Z.
b. En ceduire qu'un sous-groupe non cenombrable deR est dense dan<R.
Supposons maintenant qu'il existe un ensemble eversibleA qui soit un sous-groupe

additif. Soit B = RnA.
c. Montrez que, sig est l'application quia x 2 R associeg(x) = f(x) + x, alors

o(R) B.

d. Montrez que, sih est l'application quia x 2 R associeh(x) = f(x) x, alors
o(R) B.

e. Montrez que g et h sont constantes (On pourra montrer queB 6 ; en utilisant
3.b)

f. En deduire une contradiction.

4. On se propose dans cette question de montrer que, &iest une bijection continue deR
dansR sans point xe, il existe une partie A deR telle quef (A) RnA etf (RnA) A.
Soit doncf une telle application.

a. Montrez quef est strictement monotone.
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b. Montrez quona: 8x 2 R; f(x) <x ou bien8x 2 R; f(x) >x.
OnnotefO=Idg, f1=f,f2=1f f puis, pourn 2,f"™ =" f_ On ditque
X 2 R est en relation avecy et on note xRy si et seulement si il existen 2 Z tel quey = f "(x)
(sin< 0, ondira quey = f"(x) si et seulement sif "(x) = vy)
c. Montrer que R est une relation dequivalence.
Soit (Cj)i2 les classes dequivalence pouR. Pour chaque classe dequivalenceC;
aveci 2 |, on choisit un et un seul repesentantx;. Posons alorsA = ff2"(x;) i 2
I:n2ZgetB =ff2*(x;)ji21; n 2 Zg.
d. Montrez queB = f(A), A=f(B), A[ B=R.

e. Montrez en utilisant 4.a et 4.b que A\ B = ;. Conclure.
5. Soit A= | J[2n;2n + 1[. Montrez que A est eversible.
n27Z

Exercice 8. Soit (E; k k) un espace vectoriel normereel. Soit f une
forme lireaire sur E, c'esta dire une application lireaire de E dansR. On
note H = ker f

1. Montrez que, pourtouta2 EnH ,onaH Ra=E.

2. Montrez que f est continue si et seulement si son noyatd est ferne
dans E (on montrera l'existence d'unr > 0 tel que, pour tout x 2
B(0;r), on ait jf (x)j < 1).

3. Montrez qu'un hyperplan d'un espace vectoriel norneE est soit ferne,
soit dense danst.

4. Soit H un hyperplan ferne d'un espace norne. Soit f une forme
lireaire continue assocee (pourquoi une ?). Montrer que, pour tout
a2E,ona:

if(a) .

kfk

5. On se propose dans cette question de montrer qu'une forme lireairé est continue si
et seulement si le compementaire de son noyale nH n'est pas connexe.
a. Montrer que, sif est continue, E nH n'est pas connexe par arcs. En ceduire gu'il
n'est pas connexe.

Soit maintenant f une forme lireaire non continue. On se propose de montrer qu& nH
est connexe par arcs.
b. Montrer qu'il su t pour cela de montrer que, pour tout a2 E tel quef (a) =1, il
existe une application continue :[0;1]! EnH telleque (0)= aet (1)= a
(on montrera queCy = fx2 Ejf(x) >0getC = fx2 E jf(x) < Og sont
connexes par arcs et qu&E nH = C. [ C ).
c. Montrer gu'il existe une suite (x,), de E telle que

d(a;H) =

Xo=a;, 8n2 N;f(xp)=1; 8n2 N kxps1 k< kx”km! 1 0:

On cecomposexy sur la somme directeE = H Ra:

Xn = hp+ pa:
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d. Montrez que, pour tout n 2 N, , =1.

On pose = kxgk > 0 et ¢ nissons l'application ' de ]JO ] dans E de la facon
suivante :

(kXn+rk  t)(Xp + hp) +(t Kk XpK)(Xp+1 + hns1) |

8t 2 [kxn+1 K kxpk]; " (1) = kxn+1 k k xpk
n n

(En fait, ' est l'application a ne qui vaut Xp + hp enkxpk et Xp+1 + hps1 enkxpe1K.)
e. Montrer que ' est continue sur ]Q ]
f. Montrer que :

(kxp+rk  1)(2%xn) +(t Kk Xpk)(2Xn+1) |

8t 2 [kxn+1 K; kxpk]; (tH)+ a= ko K K XK

g. En deduire que :
8t 2 [kxn+1 K; kxpnk]; k' (t)+ ak < 2t

h. Montrer que, si on pose' (0) = aalors' est une application continue sur [Q ]
telleque’' 0)= a,'( )=aet8t2]0;, ]; f( () =1.

i. En deduire I'existence de .

j. Montrer que f est continue si et seulement si le compementaire de son noyau
n'est pas connexe et qud est continue si et seulement si le compementaire de
son noyau n'est pas connexe par arcs.

Espaces de Hilbert.

Voir Gourdon 401{410, Pommellet 238{260, Rudin 72{90.

Exercice 1: : Soit H un espace de Hilbert complexeu 2 L(H) tel que
pour tout x 2 H, on ait hu(x);xi = 0. Montrer que u = 0. Est-ce vrai si
on retire I'hypotrese complexe ?

Exercice 2:: un cas ai F 6 F?? : Soit E = coo muni du produit scalaire
de "2. Soit F le sous-espace dé& fornme des x = (x,) 2 E tels que
Sl % = 0. Montrer que F = F 6 F??. Montrez qu'il n'existe pas de
projection orthogonale sur le sous-espace ferné .

Exercice 3: : Adjoint d'un operateur. Soit H un espace de Hilbert et
u:H ! H unoperateur continu. Montrer que ku k = kuk etqueku uk =
ku u k= kuk? Montrer que keru = (Im u)? etquelm u = (ker u)”.
Montrer que si F est un sous-espace vectoriel ferme dél alors pr = pe.
Montrez que u est un ogerateur de projection orthogonale si et seulement
siu’>= u= u. Montrez que siH est un espace de Hilbert et su 2 H
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est un ogerateur non forement continu qui admet un adjoint, alors u est
forement continu (utiliser le treoeme du graphe ferne).

Exercice 7: . Projecteur orthogonal.
1. Soit E un espace de Banach ep un projecteur. Montrez que kpk 1.
2. Soit E un espace euclidien. Montrez que est un projecteur orthogo-
nal si et seulement skpk = 1. Dans le sens di cile, on pourra pour x 2
Im p ety 2 kerp faire tendre t vers 0 dans l'iregalie kxk? k x+ tyk?.

une famille libre nie de H et F le sous-espace vectoriel qu'elle engendre.
On appelle matrice de Gram de la famille &;) la matrice fx;;x;i;; que I'on

On pourraecrire que x = X z+ z ai z est dans l'espace vecto-
riel engende par Xq1;:::;X, €t X z est orthogonala ce sous-espace
vectoriel).

Exercice 9. Orthonormalisation de Gram- Schmidt. Soit E un espace

k
Ok+1 = €k+1 Zﬁj;ekﬂifj
j=1

Ok+1 .
KOk+1 k’

frer =
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que

Exercice 11: : Theoeme de Mintz-Szasz. On note C I'espace vectoriel
des fonctions continues de [01] dansR. On utilisera sur C les deux normes
suivantes :

Nl

1
8f 2 C; kf ko, = (/ fz(t)dt> et kf ky = sup jf (1)j:
0 t2[0;1]

Le but de cet exercice est de donner une condition recessaire et su -
Isante sur une suite strictement croissante (,)a valeurs positives pour
gue Vect(x "), soit dense dansC.
1. Soit( n)n une suitea termes strictements positifs et strictement crois-
sante.
a. Soientm 2 R* et N 2 N. On note Ey = Vecty i n(X 7).
Montrer que

1
— m - n
n(m) = flrzleN kx™  fkp= P+t L]

i m
i+m+l

(On pourra utiliser les ceterminants de Gram puis ceux de Cau-
chy).

b. Montrez que si n(m) tend vers O pour tout m quand N tend
vers +1 alors > i =+ 1 (on pourra regarder les cas a1 ( )
est borree ou non). Etudier la eciproque.

c. En deduire une condition recessaire et su sante sur la suite ( )
pour que Vect(x "), soit dense dansC pour la norme k k.

2. Soit ( n)n une suite a termes positifs, strictement croissante, avec
o=0etwriantlim , +1 > 1. Donner une condition recessaire
et su sante sur ( ) pour que Vect(x "), soit dense dansC pour la
normek Kkj .

On pourra aussi voir une preuve totalement dierente dans le livre de
W. Rudin : Real and Complex Analysis.



