Agrégation de Mathématiques 2003-2004
Université Aix-Marseille I CMI

Exercices 8

Opérateurs compacts et EDP.

Voir Brezis, Hirsch-Lacombe, Zuily, Roos, Queffelec-Zuily, Rudin (Analyse Fonc-

tionnelle).

Exercice 1. : Autour des opérateurs compacts. Soit E un espace de Banach. Soit T
un opérateur linéaire de E dans E. On dit que T est compact si et seulement si pour
toute suite (z,) bornée dans E on peut extraire de T'(z,) une sous-suite convergente.

N

Partie I : Etude générale des opérateurs compacts.

. Montrez que T est un opérateur compact si et seulement si I'image de tout ensemble

borné par T est un ensemble relativement compact de E. Montrez que T est
compact si et seulement si 'image par T' de la boule unité By de E est précompacte.

. Montrez qu’un opérateur compact est continu.
. On dit que T est de rang fini si et seulement si Im T est de dimension finie. Montrez

qu’un opérateur continu de rang fini est compact.

. Montrez que I’ensemble des opérateurs compacts de E dans E est un idéal bilatere

fermé pour la topologie de la norme dans L(F) (pour le caractére fermé, montrer
que T'(Bg) est précompact).

. Montrez qu’une limite dans £(FE) d’une suite d’opérateurs de rangs finis est com-

pacte.

. Soit T' un opérateur compact sur un espace de Hilbert. Montrez que T est limite

d’une suite d’opérateurs de rangs finis. (recouvrir 'image par 71" de la boule unité
par une réunion finie de boules de centres x;(¢) et de rayon . Considérer le composé
T. = PecoT de T avec l'opérateur de projection orthogonale P. sur le sous-espace
engendré par xy,...,T,.)

Remarque. On a pensé (sans arriver a le prouver) pendant bien longtemps que dans
un espace de Banach quelconque, tout opérateur compact est limite dans £(E) d’une
suite d’opérateurs de rangs finis. Finalement, Enflo a montré en 1973 que ce n’est pas
le cas (c¢f. “ A counterexample to the approximation problem in Banach spaces”, Acta
Math., 130, 309-317.)

7.

Montrez que si A € C\ {0} est une valeur propre d’un opérateur compact sur un
espace de Banach (i.e. E\(T) ={x € E : T(x) = Az} # 0), alors E\(T) est de
dimension finie.

Partie II: Alternative de Fredholm, théoréme spectral

Dans cette partie, nous présentons le principal théoreme de structure pour les o-

pérateurs compacts. Il a d’abord été obtenu par Fredholm pour certains opérateurs
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intégraux de L?. La version dans le cadre L? abstrait présentée ci-apres est due a Riesz,
et elle a été étendue au cadre des espaces de Banach par Schauder.
1. Montrez qu’'un opérateur continu 7' sur un espace de Hilbert est compact si et
seulement si son adjoint T* est compact. (Indication : on pourra montrer que
T est compact si et seulement si pour toute suite (z,) tendant faiblement vers 0,
|T(x,)|| — 0. Dans le sens direct, on pourra raisonner par l’absurde en supposant
T compact et l'existence d’une suite (z,,) tendant vers 0 faiblement et telle que
|T(xy)| ne tende pas vers 0.) (Autre méthode : T est compact ssi il est limite
d’opérateurs de rangs finis).
2. Soit H un espace de Hilbert, et T" un opérateur compact. Posons

Ey={z€FE :T(z) = Az} et F\={z€FE :T"(z) = \z}.

a. Montrez que 'ensemble des A € C tels que E) # 0 est fini ou dénombrable et
que dans le dernier cas, son unique point d’accumulation est 0. (Indication:
Il suffit de montrer que, pour tout £ > 0, I’espace vectoriel engendré par les
espaces F) pour |A| > ¢ est de dimension finie. Supposer le contraire. Montrer
alors qu’il existe une suite x,, de vecteurs propres telle que la suite de valeurs
propres A, avec |\,| > ¢ associée soit une suite convergente. Appliquer Gram-
Schmidt & (z,,) pour obtenir une suite orthonormale (y,,). En déduire que

Mo Ty = ym (' mod Vect(wg, ..., 7))

et que
H/\_lTym - )‘r_leyn” > 1,

m

puis que
1Ty = Tymll = [l = 11 = XX I Tyl

Conclure que (T'y,) n’a pas de sous-suite convergente).

b. Montrez que, si A # 0, alors dim E) = dim Fy. (Indication : Si A # 0, montrez
qu’il existe Ty de rang fini et 77 tel que ||T1]] < |A| et tels que T' = Ty + T3.
Montrez que AId — Ty est inversible, et que si Ty = (A d — T1) Ty, alors

(Md—Ty) *(Md—T) = Id — Ts.

Montrer que x € E) ssi x —Tox = 0, et que (\d—T*)(A\d—T;)™' = Id—T;.
Montrer que y = (Ad — T7) 'z est dans Fy ssi @ — Tyz = 0. Montrez que Th
est de rang fini. Soit (uy,...,uy) une base orthonormale de Im 75. Montrez
qu’il existe vy,..., vy tels que

N
vz, Thx = Z (x,vj)u;

1

puis que dim ker(Id — T3) = dim ker(Id — 73'). Conclure.)

c. Montrez que, si A # 0, alors Im (A — T') est fermé. (Indication : supposer
qu'il existe une suite (y;) dans Im (Ad—1T') qui converge vers y. Montrez qu’il
existe une suite (v;) dans Ejy telle que y; = (AMd — T)v;. Montrez que (v;)
est bornée : pour cela, montrer qu’on peut alors supposer que ||v;|| — 400 et
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s = Vi . )
que si w; = piy alors T'(w;) converge vers un z. Montrez que Aw; — z, que

z € Ey, que z € E) et que ||z|| = X pour conclure que (v;) est bornée. Montrez
enfin que y € Im (A[d —T)).

d. Montrez que, si A # 0, alors
(i) L’équation (AIg — T')x = y a une solution si et seulement si y L Fy.
(1i) My — T est surjectif si et seulement il est injectif.

e. Montrez que si T' est auto-adjoint (i.e. T* = T') et compact alors ||T'|| ou —||T'||
est une valeur propre. (Indication : Posons ¢ = ||T|| et considérons 'opérateur
A = Id — T?. Montrez que, pour tout € E, (Az,z) > 0. Soit (z;) une
suite de la sphere unité de E telle que ||T'z;|| — ¢. En appliquant l'inégalité
de Cauchy-Schwarz a (u,v) — (Au,v), montrez que

[Az;|* < (Awy, ) * (A, Awj)'? < || AP (A, 2))'? — 0.

Montrez qu’il existe une sous-suite de T'z; qui converge vers un y et que, soit
Ty=cyoubien Tz=—czsiz=Ty—cy #0.)

f. Montrez que si T' est auto-adjoint compact, alors H a une base orthonormale
constituée de vecteurs propres de T. On pourra montrer que des sous-espaces
propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux, que si un
sous-espace vectoriel est stable par T, il en est de méme de son orthogonal.
Montrez enfin que si F' est I’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres
de E, alors F+ = {0}.

3. Soit (S, 1) un espace mesuré o—fini telle que L?(u) soit séparable. Soit K €
L?(S x S, x p) qu’'on appelle un noyau de Hilbert-Schmidt. On définit

Ty f(x) = /S K (. y) () dpu(y).

Montrez que T est compact sur L?(u) et que ||[Tx || < || K]

EDP

Définition : On appelle équation aux dérivées partielles d’ordre m une équation de la forme
F(x, (0%u())|a)<m) = 0 sur (1)

ol {2 est un ouvert de R".
On dit que (1) est linéaire si I est une fonction linéaire affine du vecteur (0“u())q|<. On peut alors
réécrire (1) sous la forme suivante :

Y aa(2)0u(z) = f(z). (2)

la|<m

Dans ce cas, on parlera de 'opérateur aux dérivées partielles L = Z‘ al<m a0 et nous rééerirons (2) sous la
forme :
Lu = f.

Nous dirons que L est C* si ses coefficients (a,) sont des fonctions C*°. Nous dirons aussi que L est un
opérateur a coefficients constants si tous les a, sont constants.
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Exercice 1: Déterminer les fonctions de classe C? telles que, pour tout (z,y) € R?, on
ait :

o2 f

. @(Zﬂ,y) = 07
82

b. 920y (x,y) =0.

Exercice 2: Par un passage en coordonnées polaires, trouver toutes les fonctions f :
R? — R de classe C! telles que :

of of _
v (2,y) + ya—y(%y) =z +y

Exercice 3 : En utilisant un changement de variable linéaire, déterminer les fonctions

de C'(R% R) telles que :

0 0
a. 8_£($7y) - a_,!];(x7y) = 07
b. %(ﬂ%y) + g—z(a:,y) = 0.

Exercice 4 : On se propose de déterminer 'ensemble E des fonctions f € C?(R?,R)
vérifiant : , ) ,

o f o f i
52 (& Y) ém{)y(:lf,:t/) + o (z,y) =0 (1)

1. Pour tout (a,b,c,d) € R* tel que ' CCL Z ‘ # 0, soit ¢ la bijection de R? dans R? telle

que ¢(z,y) = (u,v) = (azx + by, cx + dy).
a. Montrer que ¢ et ! sont dans C?(R? R?).
b. Soit F' = fo ¢! Calculer

o*’f  0*f  O*f
0x? ’ 0xdy = Oy?

en fonction de a, b, c,d et

0*’F  O*F O*F
ou? ' Oudv ' Ov?’

2. a. Choisir a, b, c,d pour que f € E soit équivalent a :
22 i O°F
F € C*(R*,R) et vérifie W(u,v) = 0. (2)
v

b. Déterminer 'ensemble FE.



Exercice 5 : Montrer qu’il n’existe aucune fonction telle que :

of B ) of
ay(w,y)—erx et o =-rty

Trouver toutes les fonctions de C?(R%, R) telles que :

%(ac,y) =e" cosy et of = —e"siny.

or 8_y

Exercice 6 : Soit f € C?(R? R), homogene de degré 2, c’est & dire vérifiant :
VteR  V(x,y) €eR®  f(tz,ty) =t f(x,y)

a. Montrer, en étudiant, pour tout (z,y) fixé, la fonction ® définie pour tout ¢ réel
par :
O(t) = f(tx, ty)

que f vérifie, pour tout t € R, pour tout (z,y) € R?, la relation :

0*f
2
x @(m, ty) + 2zy

0*f
0xdy

o’f
0y?

(tz, ty) + y* =5 (tz, ty) = 2f (2, y)

b. En déduire que les fonctions homogenes de degré 2 sur R? sont toutes du type
ax® + Bxy + vy

Exercice 7 : Soit f € C?(R? R). On appelle Laplacien de f la fonction de R? dans
R définie par :
0 f o f
Af(z,y) = @(iﬂ,y) + a_yg(x7y)‘

a. Faire un changement de variables et écrire A f en fonction des coordonnées polaires.

b. En déduire les fonctions de laplacien nul qui sont constantes sur les cercles centrés
en 0.

Exercice 8 : Résoudre sur 'ouvert |0, +oo[xR I’équation aux dérivées partielles

2 2
8_f_18_f_4 QQ_O

0x? x0x Oy?

a 'aide du changement de variables u = 22 —y, v = 2% + .

Méthode des Caractéristiques.

Considérons une équation aux dérivées partielles linéaire
Lu = E a;0ju+bu = f
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ou les aj,b et f sont de classe C'. On suppose que A est le champ de vecteurs (a1,...,a,). On cherche &
résoudre cette équation sachant que u est donnée et vaut ¢ sur une hypersurface S. Pour cela, on regarde les
courbes intégrales du champ de vecteurs A, c’est a dire on s’intéresse aux courbes paramétrées x(t) vérifiant

dx . dl’j o .
E—A(I), i.e. = =aj(z), Vi=1,...,n. (%)

Le long d’une telle courbe, on aura, si @(t) = u(x(t)) :

CC% = Zaju(m(t))ditj = f(z(t)) — ba. ()

Supposons que, si zg € S est donné, il existe une et une seule courbe intégrable = solution locale de (x) avec
x(0) = zp. Le long de cette courbe, u sera solution de (xx) avec la condition initiale u(0) = ¢(zq). Il reste “a
remplir” le voisinage de S avec de telles courbes pour obtenir la solution u (qui ne sera pas définie partout
en général, mais qui le sera au moins localement).

Exercice. Résoudre par la méthode des caractéristiques les équations suivantes :
e Dans R?, 2,01u + 2290ou + d3u = 3u avec u = ¢(x1,x2) sur le plan z3 = 0.
e Dans R?, 0,u + Oyu = u avec u = cosz quand y = 0.
e Dans R?, 220,u + y*9,u = u? avec u = 1 quand y = 2z.

Etude de 'opérateur de la Chaleur.

Dans cette étude, on se place dans R"™!, avec pour coordonnées (t,z1,...,1,) =
(t,z). L’équation de la chaleur s’écrit :

ou
u(0,z) = ¢(z)

ol  est une fonction donné dans LP(R"). Physiquement, il s’agit d’un probleme d’évo-
lution : ¢ désigne le temps, ¢ sont les conditions initiales, c’est a dire I’état du systeme
a l'instant £ = 0.

1. Montrez que u est donné par la formule

1 2
u(t,x): ﬂ_t)n/ (p(y)e_Hy_1H2/4tdy

V(4

ou dy désigne la mesure de Lebesgue sur R". Le noyau

1

e llzl3/4t
V (4mt)n
est appelé noyau de la Chaleur, ou de Gauss-Weierstrafl.
2. Montrez que, si ¢ est a support compact, alors pour tout ¢ > 0, u(¢,x) n’est pas a
support compact. On dit que ’équation de la chaleur a une vitesse de propagation
infinie.



3. Montrez que u est toujours de classe C°°, méme si ¢ ne l'est pas. On dit que
I’équation de la chaleur a un effet régularisant. Physiquement, cela traduit un
phénomene irréversible.

Etude de 'opérateur des ondes.

Dans cette étude, on se place dans R"™!, avec pour coordonnées (t,z1,...,1,) =
(t,z). L’équation des ondes s’écrit :

82
8;;—Axu 0
0
u(0,2) = f(z) et 8—1‘(0,@ = g()

ou f et g sont C* sur R".
1. Donnez la formule explicite de u(t,xz) quand n = 1.

2. a. Montrez que :
/ e i gy = 1,

b. En déduire que la surface de la sphere unité de R" est donnée par

22

ou I'(s) :/ et 1t
0

w
c. Montrez que le volume de la boule unité de R” vaut —.

n
3. Soit ¢ une fonction continue sur R", x € R"” et » > 0. On définit la moyenne
sphérique My (z,r) par la formule

1

-1
r"Ttw,

My(z,r) =

/|Zr—r ¢(z)do,(2)

ou o, désigne la mesure de Lebesgue sur la sphere de rayon r.
a. Montrez que, si ¢ est une fonction C? sur R”, alors

n—1

Ay My(z,7) = [83 + 87,] M, (x,r).

r

b. En déduire que, si u(t, x) est une fonction C? sur R x R" et si M, (¢, z,r) désigne
la moyenne sphérique de x — u(z,t), alors u satisfait '’équation des ondes ssi

n—1

{63 + ar} M,(t,x,7) = 02 M,(t, z,7).

c. Sik>1et¢e CHY(R) alors
0210, 1 9(1)] = (710, [ (1)
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d. En déduire que, si n est impair > 3 et si f € C"H)/2(R") et g € CHD/2(R?)
alors la fonction

1
1-3---(n—2)wy

u(t, z) = o009 (072 [ fo o))

lyl=1

()2 (tH /y 1g(varty)dU(y)ﬂ

est la solution de I’équation des ondes.
e. En déduire que, si n est pair et si f € CHI2(R?) et g € CF2)/2(R?) alors la
fonction

u(t, r) = 2 lat(t‘lat)(n—@/? <t“—1 flz+ty) dy>

1-3---(n—1)wp1 i<t /1 —|y[?

(18,22 (tnl g(z + ty) dy)]

i<t /1 —|y]?

est la solution de ’équation des ondes.



