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Calcul différentiel 1

1. Fonctions continues.

Exercice 1. Soit f : R?> — R. Si pour tout (x¢,%) € R%, = +— f(z,y0) et y — f(x0,y)
sont des fonctions continues, est-ce que f est continue en (zg,yo) 7

Exercice 2. Si une fonction f : R? — R est continue lorsqu’on la restreint & toutes les
droites passant par 1’origine, est-elle continue a l'origine 7

2. Fonctions Différentiables.

Définition. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et f : U — F. On dit que f est
différentiable en a € U si et seulement si il existe une application linéaire continue ¢ de E dans F telle que

fla+h)= f(a)+ p(h)+o(||h|) lorsque h — 0

On note df, 'application ¢ que 'on appelle différentielle en a. Si v € E, on dit que f est dérivable en a selon
le vecteur v si et seulement si application ¢ € R +— f(a + tv) définie dans un voisinage de 0 est dérivable.

On note alors
fla+tv) — f(a)
- t£r01 t

Si E = R", on appelle dérivées partielles de f les dérivées de f par rapport aux vecteurs de la base canonique.
Ce sont aussi les dérivées des applications partielles

T = f(xlv s Ti—1, Ty Tt 1y - - ':L.’rL)'
On les note g—If
Si B =R" et F =R™, on appelle matrice jacobienne de f en a et on note Jf(a) la matrice dans les
bases canoniques de lapplication linéaire df (a). C’est aussi la matrice dont les colonnes sont les dérivées
partielles de f.

Proposition et Définition. Si E est euclidien et f est a valeurs réelles, il existe un unique vecteur v tel
que, pour tout h € F,

p(a)(h) = (v, h)

ou (-, -) désigne le produit scalaire sur E. On appelle ce vecteur le gradient de f en a et on le note Vf(a). Si
FE est R™ muni de sa structure euclidienne canonique, alors

9 0
Vf(a):(a—i,...,a;;)

Propriété. La différentielle d’une composée de fonctions est la composée des différentielles. Voir un énoncé
précis dans tout ouvrage de base (exemple : [Go], Proposition 3 page 300)

Exercice 1. Soit f: R" — R et g : R — R"” que 'on suppose différentiables. Montrer
que f o g est dérivable sur R et calculer (f o g)'(¢).
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Exercice 2. Soit f : R* — R. Montrer que ¢ : t € R — f(t, f(t,t)) est dérivable et
calculer ¢’ en fonction des dérivées partielles de f. Exemple pour vérifier : f(z,y) = 2y

Exercice 3. [Ro] Identité d’Euler des fonctions homogénes. Soient une fonction
f:R"\ {0} — R, différentiable en tout point, et k& une constante réelle. Montrer que
f est homogene de degré k c’est-a-dire que pour tout ¢ > 0, et tout x € R" \ {0},
f(tz) = t*f(x), si et seulement si elle vérifie I'identité d’Euler

> g (@) = k(o).

i=1

On pourra dériver en t la fonction ¢ =% f(tx).

Exercice 4. Est-ce que la dérivabilité de f selon tous les vecteurs en un point a entraine
la différentiabilité de f en a ? Et la continuité 7 On pourra reprendre I’exemple donné
par [Go] : f:R? — R définie par f(z,y) = y*/z si x # 0 et f(0,y) = y ou alors celui
donné par [Po] page 268 : f: R?> — R définie par f(z,y) = % pour (z,y) # (0,0) et
f£(0,0) =0.

Exercice 5. [Go], [Ro]
1. Soient E, F,G des evn, f : E X F — G une application bilinéaire continue. Montrez
que f est différentiable sur E x F et calculez sa différentielle

2. Plus généralement, soient Fi,...,E,, F des evn et f : £y x --- x E, — F une
application multilinéaire continue. Montrez que f est différentiable et calculez sa
différentielle.

3. Différentiabilité de la fonction puissance des matrices. Soit ® : M, (R) —
M, (R) définie par ®(M) = M? ou p € N. Montrez que ® est différentiable et
calculez sa différentielle

4. Différentielle de I'inverse d’un endomorphisme.

a. Soit n € N*. Montrez que GL,,(R) est un ouvert de M,,(R) et que 'application
Inv: GL,(R) — GL,(R) et qui & M associe M ! est de classe C™.

b. Soit F un espace de Banach. On note GL(E) I’ensemble des endomorphismes
continues inversibles de F dont I'inverse est continu. On munit £(E) ’ensemble
des endomorphismes continus de E de la norme classique

[ull = sup [lu(z)]-
]| <1
Montrez que GL(FE) est ouvert dans L(E), que l'application Inv : GL(E) >
u— u~! € GL(E) est différentiable au point Idg et calculer sa différentielle
en ce point (on pourra montrer que si ||u|| < 1, alors (Idp — u) est inversible
et son inverse est »_ u”). Montrez que Inv est différentiable en tout point de
GL(E) et calculer sa différentielle.

5. (Différentielle du déterminant). Montrez que I'application déterminant sur

M, (R) est de classe C™ et calculez sa différentielle au point I,,. En déduire que

dyr det(H) = tr(‘MH)

olt M est la comatrice de M, ¢’est-a-dire la matrice (Dij)1<ij<n o0t D; j est (—1)"+J
fois le déterminant de la matrice M a laquelle on a retiré la ligne ¢ et la colonne j.
(supposer d’abord M inversible et utiliser la densité des matrices inversibles).
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3. Accroissements finis.

Cas d’une variable réelle (Rappels).

Théoréme de Rolle. Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b telle que f(a) = f(b). Alors,
il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Théoréme des accroissements finis. Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. Alors, il

existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = M.

—a

Inégalité des accroissements finis. Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b], dérivable sur ]a,b[. Si il existe
M tel que, pour tout ¢ €]a, b, on ait |f'(c)| < M, alors

|f(b) = fla)] < M]|b— al|.
Exercice 1. Prouver les trois théoremes précédents.

Remarque. Les théoremes de Rolle et des accroissements finis sont faux si f n’est plus a valeurs dans R
(considérer par exemple £ : [0,27] >t — e € C).

Par contre, I'inégalité des accroissements finis reste vraie si on remplace les valeurs absolues par des normes,
comme le prouve le théoréme suivant (par exemple [Go], page 72 ou [De], page 88) :

THEOREME (Inégalité des accroissements finis généralisée). Soit F' un evn. Soit f : [a,b] — F
continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b et soit g : [a,b] — R une fonction continue, dérivable sur ]a,b[ . Si pour
tout ¢ €]a, b, || f'(¥)]| < ¢'(¢), alors

1£(6) = f@)]l < g(b) — g(a)

Corollaire (Inégalité des accroissements finis). Soit F' un evn. Soit f : [a,b] — F continue sur [a, b],
dérivable sur ]a, b[. Si pour tout ¢ €]a, b, || f'(¢)|| < M, alors

1£(b) = fla)| < M(b—a)

Et on a aussi le résultat suivant, dont la preuve est laissée en exercice (utiliser les sommes de Riemann): (cf.
[Po], page 89)

Proposition. Si la fonction f : [a,b] — E est de classe C' ot E est un espace de Banach et si
Vz € [a,b], fl(x)eC
ou C est un convexe fermé, alors

f(b) — f(a)

e

Exercice 2. Soit f : [a,b] — R? de classe C'. Montrez qu'il existe ¢ €]a, b] tel que f’(c)
soit colinéaire a f(b) — f(a) (introduire la fonction g(t) = det[f(b) — f(a), f(t) — f(a)]).

Cas de plusieurs variables.

THEOREME (Inégalité des accroissements finis). Soit f : U C E — F ou F
et F sont deux evn et U un ouvert de E. Soit (a,b) € U? tel que le segment [a, b] soit
inclus dans U. Si f est continue sur [a, b], différentiable en tout point de |a,b[ et s’il
existe M > 0 tel que ||df.|| < M pour tout ¢ €]a, b[, alors

1F(b) = fla)]| < M][b— al|.
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Exercice 3. A l'aide de l'inégalité des accroissements finis généralisée, prouver ce
théoreme.

THEOREME. Soit f : U C R™ — F une application, ou U est un ouvert de R" et F' un evn. Si toutes les
dérivées partielles de f sur U existent et si elles sont continues en a € U, alors f est différentiable en a et

n
of
dfa = ; %(a)dwi
ou les dx; désignent la base duale de la base canonique de R".

Exercice 4. A-t’on la réciproque du théoreme précédent ?

Exercice 5. On se propose de montrer le théoreme précédent.
1. Montrer qu’il suffit de montrer que

= of

fla+th)=fa) -, oz, (a)hi = o([|Al)

quand h — 0.
2. Montrer que

n

flath)=fla)=Y _[flar+hi,....ai+hi,ai,. .., an)

-1
— flar+hy, .. a0+ hicg, a4, ay)]

(Iécriture ci-dessus n’est pas cohérente, mais se comprend aisément).
3. A l’aide du théoreme des accroissements finis en une variable, conclure.

4. Dérivées partielles d’ordre supérieur.

Définition. Soit p € N. On dit qu'une fonction définie sur un ouvert de R"” a valeurs dans un espace normé
est de classe C? si toutes les dérivées partielles de f d’ordre inférieur ou égal a p existent et sont continues.

Définition (matrice Hessienne). On appelle ainsi la matrice formée des dérivées partielles de f d’ordre

2
i
Hf(z) = (8:57:6:61 ($)> 1<ij<n

Théoréme de Schwarz. Soit f: U C RZ2 — R, ot U est un ouvert de R? telle que f admette des dérivées
partielles 9% f /0xdy et 9% f /Oydx, continues en un point (x,y) de U. Alors
P (o) = 2L (o)
T,y) = z,y).
OxOy Y OyOx Y

Exercice 1. On se propose de prouver le théoreme de Schwarz. Pour h et k assez
petits, on pose
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En considérant la fonction

et en appliquant 2 fois le théoreme des accroissements finis, montrez ’existence de 6, et
0, dans ]0, 1] tels que

o0 f
0yox

De méme, montrez I'existence de 63 et 6, dans ]0, 1] tels que

5(h, k) = hk

(.T + Glh, Yy -+ egk)

2

_ o Of
o(h, k) = k5

(z + Osh,y + 04k).

Conclure.

Exercice 2. Exemple de Péano. [Go] On considere I'application f : R? — R qui &
(0,0) associe f(0) et qui a (x,y) # (0,0) associe

22 —

f(z,y) = wym

Montrer que les dérivées partielles ggy((),O) et ggx (0,0) existent mais ne sont pas
égales. '

Exercice 3. [Go] Montrez que si f : R? — R est une fonction de classe C? et
si ¢ : R* x R — R est 'application qui a (r, ) associe (rcosf,rsinf), 'application
F = f o est de classe C? et

_82f+82f_82F LOF 1 &°F

Af = _ 1oF  L&F
/ or?2 oy  or? r Or * r2 00

Exercice 4. [Po] Soit f de classe C* de R* dans R vérifiant

Or_or _

oz2 Oy

Par le changement de variables u = x + y, v = x — y, déterminer la forme de f.

5. Formules de Taylor.

THEOREME (Formule de Taylor-Lagrange). Soit f : U C R" — R (ou U est un ouvert de R") une
application de classe CP sur U. Soit € R", h € R” tels que le segment [,z + h] = {& + th,t € [0, 1]} soit
inclus dans U. Alors il existe 6 €]0, 1] tel que

2
0 1 [, 0
;hba—%] f(l”)*'g ;hta—w?] flx)+---

flz+h) = flx)+
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0 0 92
(hia—%) (hja_ﬂfj> ="M g0,

ce qui nous donne, pour k € {1,...,p}

avec la convention que

k
n 9 il ) . akf
h; — = T ph Rin — _ ’
{; s f(a) > o 1 o or (a)

21 (2
ibeti=k L

par analogie avec la formule

| .
k RL i g
Y(ai,...,an) € R", (a1 4+ +a,)’ = Z Waf”'a;z'
e
Remarque. Attention, comme pour I’égalité des accroissements finis, ceci n’est vrai que pour les fonctions a
valeurs réelles. Pour les fonctions a valeurs vectorielles, on dispose par contre de la formule de Taylor-Lagrange
avec reste intégral et de la formule de Taylor-Young.

THEOREME (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f : U C R” — R™ (ol U est un ouvert de
R™) une application de classe C? sur U. Soit z € R", h € R" tels que le segment [z, x+h] = {z+th,t € [0,1]}
soit inclus dans U. Alors

n n 2
fx+h) = f(z)+ Zhi% f(:c)+% Zhi%} fla)+-
i=1 ! " Li=1 !
+...+; zn:hi plf(g:)—i—/lM zn:hi pf($+th)dt
(p-D! | & O o (-1 |& 0 '

THEOREME (Formule de Taylor-Young). Soit f : U C R" — R™ (out U est un ouvert de R™) une
application de classe CP sur U. Soit x € R", h € R” tels que le segment [,z + h] = {& + th,t € [0, 1]} soit
inclus dans U. Alors

1
p!

n 2
flx+h)=flz)+ Zma%} f(g;)+...+p
i=1 ¢

n 9 p ’
Zhia_xi f(@) +o([[A[[").

i=1

n 8 1
;ma—wz} f(z)+ B

Exercice 1. Prouver les théoremes précédents (se ramener au cas d’'une fonction d’une
variable réelle en considérant ¢ — f(x + th)).

Exercice 2. Soit f : R — R une application de classe C?. Montrez que

flx) = fy)

r—=Yy

F(z,y) = siz#yet Fr,z) = f'(x)

est de classe CP~ 1.

Exercice 3 (Lemme d’Hadamard) [Go]. Soit f : R” — R une fonction de classe
c.
1. On suppose f(0) = 0. Montrez que 'on peut écrire

flxg, .. z,) = Z%Eh(x)
i=1

ou pour tout i, g; : R” — R est de classe C*°
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2. Si de plus dfy = 0, montrez que l'on peut écrire

fl@)=) wwhi;(o)

1<i,5<n

ol pour tout (4,7), h;; : R" — R est de classe C*°.

6. Extrémas libres.

Définition. Soit f: U — R une application définie sur un ouvert U d’un evn. Soit a € U.

- On dit que a est un mazimum global de f si et seulement si pour tout x € U, f(x) < f(a).

- On dit que a est un mazimum local de f si et seulement si il existe un voisinage V' de a tel que, pour
tout z € V, f(z) < f(a).

- On définit de méme les notions de minimum local ou global.

- On dit que a est un extremum global (resp. local) si et seulement si a est un minimum ou un maximum
global (resp. local).

La proposition suivante est fondamentale et fournit une condition nécessaire mais non suffisante pour qu’'un
point a € U soit un extremum local.

Proposition. Soit f : U — R une application définie sur un ouvert U d’un evn et différentiable sur U. Soit
a € U. Si a est un extremum local de f, alors df, = 0.

Remarque. La conclusion est fausse si f est différentiable sur un ouvert contenant U et si a € OU. De plus,
la condition nécessaire donnée précédemment n’est pas suffisante.

Cependant, moyennant des développements limités de f a lordre 2, il est possible de donner des conditions
suffisantes :

Proposition. Soit f: U C R” — R une fonction de classe C2. On suppose qu'il existe a € U tel que df, = 0.

D’apres la formule de Taylor-Young, on a

FlatB) = f(a) + 5QUk) + o14])

ou

n 2 n 9 5
Q(MI{ZM%} f(x):Zhig—x{(a)+2 Z L(a)hihj

— &m— 6:5,-
1<i<j<n k

Alors
(i) Si f admet un minimum (resp. maximum) local en a, Q) est positive (resp. négative).
(i4) Si @ est définie positive (resp. définie négative) en a, alors f admet un minimum (resp. maximum)
local en a.

Cas particulier de la dimension 2. Notations de Monge

_of _of _Of _ f
p= %(a)a q= a_y(a)a r= axay (a)7 s = axay (a)a aQy (a)

On suppose p = ¢q = 0.
-sirt—s2>0etr >0, f admet un minimum local en a ;
-sirt—s2>0etr <0, f admet un maximum local en a ;
- sirt —s2 <0, f n’admet pas d’extremum local en a (point selle ou point col)

- si 7t — s> = 0, on ne peut pas conclure.
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Exercice 1. Prouver les résultats énoncés précédemment.

Exercice 2. Etudier les extremas locaux et globaux de la fonction f : R? 3 (z,y) — z*+
4

y*—2(z—y)?. ([Go], [Po]) De méme avec la fonction f : R? > (z,y) — z*y—ay’*+zy € R.
Exercice 3. (Lemme de Rolle en dimension n)[Go]. Soit S = {x € R", ||z| = 1}.

Soit f : R" — R une fonction différentiable telle que fig soit constante. Montrer qu’il
existe xg € R" tel que ||zg]| < 1 et df,, = 0.

Exercice 4. [Po] Montrer que la restriction d'une fonction f de classe C' de R" dans R
a la boule unité présente au moins deux extrema. Prouver qu’aux points ou le maximum
est atteint, le gradient de f est soit nul, soit sortant (interpréter).

Exercice 5. Principe du maximum [Go]. Soit f : R” — R de classe C?. On définit
le Laplacien de f par

n 2
Afzza—f.
i=1 ¢

Soit U un ouvert borné de R".
a. Si Af > 0 pour tout € U, montrer que pour tout z € U,

f(z) < max f(y).

yedlU

b. Si Af > 0 pour tout = € U, montrer que pour tout x € U,

flz) < max f(y).

(pour € > 0, considérer g(z) = f(z) +e(> i, x?))
c. En déduire qu’il existe au plus une solution u du probleme de Dirichlet Au = 0
dans U et ujgy = f ou f est continue sur OU.

Exercice 6. Exemples d’applications du théoréme des extremas libres [Go].
(présentés comme applications du théoreme des extremas liés dans [Go], alors que ce
n’en sont pas !)

a. Soient n € N*, n > 2 et s > 0. On considere 'application f : R" 5 (x1,...,x,) —
Ty ay, et on pose I' = {(z1,...,2,) € (RT) D7, 2; = s}. Etudier le maximum
global de f restreinte a I'. Retrouver ainsi I'inégalité arithmético-géométrique.

b. Soient ay,...,a, des réels > 0 tels que a; + - -- 4+ a, = 1 (avec n > 2). Démontrer
que

n

Hal(l —ai) S u

J n?n
i=1
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7. Prolongements et compléments.

Exercice 1 (Dérivations) [Go] Soit n € N*. On note G{° I'ev des fonctions & valeurs
réelles, définies sur un voisinage de 0 dans R" et de classe C*°. Soit L une application
de G° dans R telle que

i. L est linéaire

ii. pour tout f,g € G¢°, L(fg) = f(0)L(g) + L(f)g(0)

i, L(1) =0

(On dit que L est une dérivation). Montrez qu’il existe & € R" tel que L(f) =

f£(0) = dfo(§) pour tout f € G¢° (on pourra utiliser le lemme d’Hadamard).

Exercice 2. (Fonctions convexes) [Po| Soit  un ouvert convexe de R" et f une
application de R" dans R. On dit que f est convexe ssi

‘v’(x,y) GQ, VA € [07 1]7 f()\x-l—(l—)\)y) < )‘f(x>+(1_)‘>f(y)

. a. Montrer que f est convexe ssi, pour tout (x,y) € Q x Q, 'application de [0, 1] dans
R qui a t associe f(tz + (1 —t)y) est convexe.
b. Montrer que, si f présente un minimum local en a, elle atteint en fait son minimum
global en a.
2. On suppose f convexe et C*.
a. Montrer que, pour tout (z,y) € €,

fy) > f(@) +(Vf(z),y—x) (i) et (Vf(z)-Vf(y),y—x)>0 (i)

b. Prouver que (i) ou (ii) entraine que f est convexe.

c. En déduire que Vf(a) = 0 entraine que f atteint son minimum global en a et en
déduire V'existence de fonctions affines qui minorent f.

d. Application : Si 2 = R", montrer que pour tout € > 0 et tout a € R", la fonc-
tion z — f(x) + ||z — al|* posséde un minimum global sur R". En déduire que
lapplication x +— V f(z) + 2ex est un homéomorphisme de R" sur R".

3. On suppose f convexe de classe C2. Montrer que pour tout z € 2, la matrice
Hessienne de f en x est symétrique et positive. Réciproque ?

Probléme. Principe du maximum pour un opérateur elliptique. [QZ], [Ro].
Soit U un ouvert borné de R”. On note QU le bord de U. On se donne un opérateur
différentiel linéaire L qui agit sur les fonctions u de classe C? dans U et & valeurs réelles

grace a la formule
Lu = iy bi(
u= ) aij(@) Gx Gx i Z le

ij=1 i=1

ou les fonctions a;; et b; sont continues dans U. Dans tout le probleme, L est un
opérateur elliptique uniforme c’est-a-dire que la matrice A(z) = (ai;(z))i<ij<n est
symétrique et qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

VoeeU, VEeR”, Z a; ()€€ > cl|€])®

i,5=1
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ou ||.|| désigne la norme euclidienne dans R" associée au produit scalaire usuel (¢, ¢') =
n
i1 ikl
On rappelle que si u € C*(U), Vu(zx) désigne le gradient de u en x, c’est-a-dire que
c’est le vecteur de coordonnées

ou ou
\Y = =— e
ue) = (@) i)
et la matrice Hessienne de Hu(x) de u en = € U est la matrice symétrique

O*u
Hu(z) = <8xi6xj (I)) 1sijsn

Partie 1.

1. Soit u € C*(U) N C(U). Montrez que

sup u et infu
T U

existent.

2. On suppose de plus qu’il existe zy € U avec

u(xg) = supu.
U

Montrez que Vu(zy) = 0 et que la matrice Hessienne Hu(x) est négative, c’est-a-
dire que pour tout £ € R”,
(Hu(z0)¢,£) <0

3. On rappelle qu’il existe une matrice P orthogonale telle que
PA(z)'P = Diag(\i, ..., \n)
olt A(zg) désigne la matrice (a;;(20))<; <,, ‘P désigne la transposée de P et
Diag(A1, ..., A;) est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont 0 <
AL < A < -+ < \,. En faisant le changement de variable

y=x0+ Pz — x0)

et en notant v(y) = u(zg +'P(y — z¢)), montrez que

Zaw x0) 0 ij Z)\kaQ (o).

1,j=1

4. Soit u € C*(U) N C(U). Déduire des questions précédentes que Lu > 0 dans U
implique que supgu = supyy u.
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5. Soit u € C*(U)NC(U). Montrez que Lu > 0 dans U implique que supg u = supyy u.
On pourra considérer pour € > 0 et pour un A > 0 bien choisi

ue(x) = u(x) + e
Partie II.
1. Soit u € C?(U) N C*(U). On suppose que Lu > 0 et qu’il existe un point 2° € OU
tel que u(z’) > wu(x) pour tout x € U. On suppose de plus qu’il existe un point
a € U et r > 0 tel que la boule ouverte B(a,r) de centre a et de rayon r soit incluse
dans Q et telle que 2" € dB(a,r).
a. On note 7i(2°) le vecteur normal extérieur unitaire & la boule B(a, ) au point

2. Montrez que
(Vu(z?),7(z%) > 0.

On peut supposer sans perdre en généralité que le centre a de la boule est le point
0, ce que nous ferons dans la suite de [’exercice.

b. Pour z € B(0,r), on pose, pour A > 0 que 'on fixera plus tard
v(z) = e Al — e x € B(0,r)
Montrez que
L(v) 2 e M (4ed?j2]* — 2X tr A = 2)||b]l )
oll A est la matrice (a;j(x)), tr désigne la trace, et b est le vecteur
(b1(x),...,by(x)).
En déduire qu’il existe A > 0 tel que
vz € B(0,r)\ B(0,7/2), L(v) > 0.
c. Montrez qu’il existe € > 0 tel que
Vx € 0B(0,1/2), uw(z?) > u(x) + ev(x).
Montrez qu’on a de plus
Vx € 0B(0,7), uw(z?) > u(x) + ev(x).

d. On note C' = B(0,7) \ B(0,7/2). Montrez que L(u + ev — u(z")) > 0 dans C,
que u + ev — u(z") < 0 sur AC. En déduire que u + ev — u(z?) < 0 dans C.

e. Montrez que
(Vu(z") + eVo(2"),ii(2")) > 0.
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et que
(Vu(z?),7(z%) > 0.

On se propose de montrer que si u € C*(U) N C*(U) ot U est un ouvert connexe
borné de R™ et si v atteint son maximum dans U en un point de U, alors u est
constante dans U. Pour cela, on pose M = maxgu et W = {z € U, u(z) = M}.
Supposons W # U et posons V = {x € U, u(zx) < M}.

a. Montrez qu'il existe y € V tel que d(y, W) < d(y, 0U).

b. On considere la boule B de centre y et de rayon d(y, V). Montrez qu’il existe
2" € W avec 2 € dB. Conclure.
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