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Série 2 : Suites réelles et complexes.

Exercice 1. Le nombre e. Pour n ∈ N∗, on pose un =
∑n

k=0
1
k! et vn = un+ 1

nn! . Montrez
que ces deux suites sont adjacentes et que leur limite commune, e, est irrationnelle.

Exercice 2. Comparaison des suites. Montrez qu’au voisinage de +∞, on a

nα = o(an) (α ∈ R, a ∈]1,+∞[), n
√
nα ∼ 1, (α ∈ R),

a

n!

n
= o(1), (a ∈ R)

n! = o(nn), n
√
n! ∼ n

e
.

Si un ∼ vn et u′n ∼ v′n, a-t’on un + u′n ∼ vn + v′n ? Si un ∼ vn, a-t’on eun ∼ evn ? Si
un ∼ vn, a-t’on lnun ∼ ln vn ? et si vn tend vers 0 ou +∞ ?

Exercice 3. Intégrales de Wallis et formule de Stirling.
1. Montrez que n!√

n( n
e )

n est convergente.

2. Calculer un équivalent de l’intégrale de Wallis In =
∫ π/2

0 sinn t dt (on pourra montrer
en intégrant par parties que nInIn−1 est constant).

3. En déduire la formule de Stirling

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
.

Exercice 4. Constante d’Euler γ. Montrez que la suite de terme général γn =
∑n

k=1
1
k−

lnn est strictement décroissante et positive. On note γ sa limite.

Exercice 5. Suites récurrentes.
1. Etudier la suite réelle définie par u0 ∈ R∗+ et un+1 = ln(1 + un).
2. Etude de la suite complexe définie par z0 ∈ C et zn+1 = 1

2 (zn + |zn|) (utiliser la
formule sin 2θ = 2 sin θ cos θ).

Exercice 6. Suites géométriques, arithmétiques, homographiques et linéaires.
1. Etude de la suite complexe vérifiant un+1 = 1

1−un .
2. Suite de Fibonacci. Soit (un) donnée par u0, u1 ∈ C et un+1 = un+1 +un. Exprimer

un en fonction de n.
3. Soit (un) définie par u0 > 0, u1 > 0, λ > 0 et un+2 = λ

√
un+1un. Expliciter un.
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Exercice 7. ([G.An], [FGN], [CFM], [BF])Suite arithmético-géométrique et vari-
antes.
1. On considère les suites (un) et (vn) vérifiant 0 < v0 < u0 et un+1 = un+vn

2 et
vn+1 =

√
unvn. Etudier ces suites.

2. u0 > 0 et v0 > 0. On définit (un) et (vn) par un+1 = 1
2 (un+vn) et 1

vn+1
= 1

2

(
1
un

+ 1
vn

)
.

Etudier ces suites.
3. On considère les suites (un) et (vn) vérifiant 0 < u0 ≤ v0 et un+1 = un+vn

2 et
vn+1 =

√
un+1vn. Etudier ces suites.

Exercice 8. ([G.An], [BBN]) Suites de Viète. Soit (un) une suite telle que u0 ≥ 0 et

un+1 =
√

1+un
2 . Prouver que la suite définie par vn =

∏n
k=1 uk est convergente et calculer

sa limite.

Exercice 9. ([FGN], [G.An]) Etudier la convergence de la suite
(

1
n sinn

)
. Montrer

qu’il existe α > 0 tel que, pour tout s ≥ 0, la suite
(

1
ns sin(παn)

)
diverge.

Exercice 10. ([G. An], [FGN], [P], [BBN]) Etudier la convergence de la suite définie
par un+1 = sinun avec u0 ∈]0, π2 [. En donner un équivalent.

Exercice 11. ([FGN]) Soit Pn(x) = 1 + x
1! + · · ·+ xn

n! . Montrer que Pn admet au plus
une racine réelle an. Etudier la limite de an et en donner un équivalent.

Exercice 12. [BF] Trouver les quatre premiers termes du développement généralisé de
la n−ième racine strictement positive de l’équation tanx = x.
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