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Exercice 7.
Notons A = arctan(a) + arctan(b).

Puisque la fonction arctan prend ses images dans }fg, [, onaA €] —mm

3
De plus, si a,b >0 et ab> 1, alors a > § = %) = cotan( arctan(b)) = tan (3 — arctan(b)). Or a

tan (arctan(b)

et 5 — arctan(b) sont alors dans [O, g[ et puisque la fonction arctan est croissante sur cet intervalle, on a

arctan(a) > § — arctan(b) et donc A > 7.
Par un raisonemment similaire, on a :

-sia,bEOetabzl:alorsA:%
-sia,b>0etab<1: alors0 <A
-sia,b<0etab<1: alors -5 <
-sia,b<0etab=1: alors A = —
-sia,b<0etab>1: alors A<—7.

Enfin, si a et b sont de signes contraires, alors arctan(a) et arctan(b) le sont aussi et A € |-Z, 2.

Maintenant, si ab = 1, alors A = £3 selon que a et b sont tous les deux positifs ou tous le deux négatifs.
Autrement, tan(A) est bien défini et d’apres la formule pour la tangente d’une somme, on a

tan (arctan(a)) + tan (arctan(b))

tan(A) =
an(4) 1 — tan (arctan(a)) tan (arctan(b))
_a+b
 1—ab

a+b
1—ab

d’appartenance remarqués précédemment, on en déduit que

On en déduit que A = arctan ( ) + k7 pour un certain k € Z. Mais d’apres les différents intervalles

-sia,b>0et ab>1: alors A = arctan (lafabb) + 5

-sia,b<0etab>1: alors A = arctan (ffabb) —;

-siab<1: alors A = arctan (fjabb).

Exercice 15.

l—sinz
14sinz*

Soit la fonction f définie par f(x) = arctan
Domaine de définition :

Pour que f soit définie, il faut que



i. 14 sinz soit non nul;
l—sinx
1+sinx
Pour 4., il suffit que, & 27 prés, x ne soit pas égal a —7. La condition 7. est toujours vérifiée puisqu’il s’agit

ii.

soit positif.

d’un quotient de nombres positifs.

La fonction f est donc définie sur Dy := R\ {—% + 2kn|k € Z}

Dérivé :

La fonction f est une composition de fonctions toutes dérivables sauf (¢t — +/t) qui ne l'est que sur R
Elle est donc elle-méme dérivable en tout point z € Dy tel que i:ﬁ? # 0, c’est a dire pour tout point
z € R\ {Z + kn|k € Z}. On a alors :

( —(14sin z) cos x —(1—sin x) cos m)
(1+4sin x)2
l—sinz
fl(l.) . 2\/1+sinm
- 2

l—sinz
1 + 14sinx

2cosx
(1+4sin )2
l—sinx
2 1+sinx

l—sinx
1 + 1+sinx

CoS T

(14 sin)?, /152ne (Lipatioing )
cos T
2y/(1 —sinz)(1 + sinz)
cos x

_2\/ 1 —sin?z

COS T

a 2V cos? x

CoOST

2| cos |
signe(cos x)
5 .

La fonction f est donc affine par morceaux.

Graphe :

1m/2

/4

312 12 2 32




Exercice 16.
Soit la fonction g définie par g(z) = arcos(4z® — 3z).
Domaine de définition :

La fonction arcos est définie sur [—1,1], il faut donc que l'on ait —1 < 423 — 3z < 1. Pour déterminer les
valeurs de = auxquelles cela correspond, on étudie les variations du polynome :
R —» R
P: .
r — 43 -3z

En calculant P’, on obtient le tableau de variation suivant :

r | —00 -1 —1/ 1/9 1 00
P + n - ¥
1 o0
/ /
P 1 N 1
/ /!
e 1

On en déduit que g est définie sur [—1, 1].

Dérivé :

La fonction g est la composé d’un polynéme avec (t — arcos(t)) qui est dérivable sur | — 1,1[. D’apres le
tableau de variations de P, elle est donc dérivable sur ] — 1,1[\{—1/2, 1/5} avec

, 1222 — 3
g(z) = -
1 — (423 — 3x)?
_ 3 422 — 1
V1 =922 + 2424 — 1626
422 — 1

V(1 —22) (422 — 1)2

1
—  —3.signe(4s® — 1) ———.
gne( V0

En primitivant ¢’, on obtient que

- sur |—1,—1/5], on a g(z) = 3arcos(z) + c1 ;

- sur |—1/9,1/5[, on a g(x) = 3arcsin(z) + c2;

- sur | 1/9,1[, on a g(x) = 3arcos(z) + c3,

oll c1, ¢z et c3 sont trois constantes a déterminer. Or, g(0) = arcos(0) = 7 = 3arcsin(0) + & donc c; = 5. Et

2
par continuité de g sur [—1, 1], on en déduit, en évaluant en —1 et en 1, les valeurs ¢; = —27 et ¢3 = 0.

Remarques :

1. On peut montrer (par exemple en dérivant) que, pour tout x € [~1,1], on a arcos(z) + arcsin(z) = 7.
On en déduit que sur |—1/9, 1/5[, on aussi g(z) = 27 — arcos(z).

2. On peut arriver a la méme conclusion sur g en remarquant que, pour tout z € R, on a cos(3z) =
4cos?z — 3cos .



Exercice 18.

Supposons que I'on a x € R tel que arctan(x) + arctan(2z) = §. On a alors

1 —tan (arctan(z)) tan (arctan(2z)) 1 —2z.ax 1—2z2

t t +t tan(2 2
tam (arctan(z)--arctan(22)) — an (arctan(z)) + tan (arctan(2z)) r+ 2z v _ (g) _,

et donc, on a 3z = 1 — 222 ce qui signifie que z est racine du polynéme 2X?2 +3X — 1. Donc = = #ﬁ
ouzx = *:”%m. Or, si x est négatif, arctan(x) + arctan(2z) est également négatif et ne peut donc pas étre

égal & 7. On en déduit que la seule solution éventuelle est x = *?’%m.

Or, en notant f la fonction définie par f(t) = arctan(t) 4 arctan(2t), on a f(0) = 0 < 7 et thm f@) =
™ ™ ™ . e . . . . N . o
3 + 5 = T > 1 Donc par continuité de f, il existe au moins une solution & ’équation f(z) =

On en conclut que _3%(7 est I'unique solution de I’équation arctan(z) + arctan(2z) = 7.

On suppose maintenant que 'on a z € [—3, 1] tel que arcos(z) = arcsin(2z). On a alors
z = cos (arcsin(2z)) = /1 — (22)?
o L2 1 A2 : _ 1 — _ 1
et donc, en élévant au carré, x© = 1 — 4x~, ce qui donne x = s our=——5.
Or la fonction arcos prend ses valeurs dans [0, 7] et la fonction arcsin dans [—g, g}, donc arcos(z) =

arcsin(2x) est nécessairement dans [0,7]N[—%, %] = [0, 3], or arcsin (—%) < 0. La seule valeur éventuelle

. 1
possible est donc N

g>Oetg(%):%— < 0.

[SIE

Or, en notant g la fonction définie par g(t) = arcos(t) — arcsin(2t), on a g(0)

Donc par continuité de g, il existe au moins une solution & 1’équation g(x) = 0.

On en conclut que % est 'unique solution de 1’équation arcos(x) = arcsin(2x).

On suppose enfin que 'on a x € R\ {-3,0,3} tel que arctan( ) + arctan ( ) + arctan ( iB) =7

Pour tout a,b,c € R, on a

tan(a +b+c) = tan(a+b) + tan(c) _ Totantecany +tan(o)
- l—tan(a+b)tan(c) 1 _ tanl@)ttan) tan(c)

1—tan(a) tan(b)
tan(a) + tan(b) 4+ tan(c) — tan(a) tan(b) tan(c)
1 — tan(a) tan(b) — tan(b) tan(c) — tan(a) tan(c)”

En passant I’équation par la fonction tan, on obtient donc

1 1 1 11 1

c T 337333 " 253243
1 1 1

1 z+3

z—3 T z-3

:]_7

8 =

_ 1 1
x x+3

ce qui donne
! (=9 +a(z+3)+a(z—-3)—1 z@?>-9)—(z+3)—(z—3)—=
x(z? —9) N z(z?2 —9) ’

ou encore
2% — 32?2 — 122 +10 = (v — 5) (2% + 22 — 2) = 0,

dont les solutions sont x =5, z = —1 + V3etxz=—-1-—+/3.

Il y a donc trois candidats possibles.



Déterminons maintenant le nombre de solutions en étudiant la fonction h définie sur R\ {—3,0,3} par

h(t) = arctan (%) ~+arctan (i) +arctan H% . La fonction h étant une composition de fonctions dérivables,
elle est dérivable avec, pour tout t € R\ {-3,0,3} :
1 _ 1 _ 1
W)= —2- 4+ —E g R g,

La fonction h est donc strictement décroissante sur chacun des intervalles | — 3, 0], ]0, 3[ et ]3, oo[ (I'intervalle
] — 00, =3[ ne nous intéresse pas puisqu’il ne contient pas de solution éventuelle). Or

N

tlim3 h(t) = g — arctan (1/3) — arctan (1/g) }irr(l) h(t) = —g — arctan (1/3) + arctan (1/3) = —g <
>3 - o <0 -
lim h(t) = 5 arctan (1/3) 4+ arctan (1/3) = 57 lim h(t) = ) + arctan (1/3) 4+ arctan (1/5)
=0 <3
lim () = = + arctan (1) + arctan (1/g) > — > — lim h(t) =0 < =
i3 2 3 6/ 79 7 4 00 4
>3
Mais d’apres l’exercice 7, on a arctan (1/5) + arctan (1/g) = arctan <1%_Lj) = arctan (%) < 7 puisque
3.6

9 £ 1 . ™ .
0 < 15 < 1. On en déduit que tlirzlgh(t) > et }Lm?) h(t) <
t>-3 t<3

13

Au final, par continuité de A, on trouve une solution a I’équation h(z) = 7 dans chacun des trois intervalles.

On en conclut que —14++v/3, —1—v/3 et 5 sont les trois seules solutions & ’équation arctan (%) +arctan (ﬁ) +

1 _x
arctan (m> =7

Exercice 19.

Pour tout x € R*, on a

2 1 2(e? 4 e72%) T4 e "
th(2z)  th(z) €2 — =20 ol _ o=
2(6% + 6—293) B (ew + 6_1)2
(@ + oo — e
20 _ 9 4 o2
o) —e %)
(¥ — e—m)z
@ + o) — o)
= th(z).

Montrons par récurrence sur n € N que

n . A 2n+1 1
2%th(2 = — .
kZ:O e N S T

Pour n = 0, c’est la formule que nous venons de montrer.

Supposons maintenant le résultat vrai au rang n € N. On a alors

n+1 n
S 2kth(2Mz) = 2" lth(2"Ha) + ) 25 th(2F)
k=0 k=0

2nt! 1

27L+1th 2n+1 _
@"2) + Ha i) )



par hypotheése de récurrence. Mais en appliquant le cas n = 0 & 2”71z, on obtient th(2"!z) = W —
2n+2 2n+1

m Cela donne 2"*+1th(2"*1y) = W) — ) €t donc

n+1 . A 2n+2 1
2%th(2 = —
kZ:O 20) = o)~ W)

ce qui est bien la formule voulue au rang n + 1.

D’apres le principe de raisonnement par récurrence, la formule est vraie pour tout n € N.

Exercice 20.
Montrer cette formule par récurrence sur n € N*,
Pour n =1, on a

et (et eTR)(eT2—emTR) e —e7® er —e % 2 sh(x)

T
ch (7) = = = . =

2 2 2(€x/2 — 6_1/2) 2(@‘T/2 — e_x/Q) 2 2(ew/2 — e_w/Q) 2sh (%
On suppose maintenant le résultat vrai au rang n. On a alors

Ppii(z) =ch (%) kf[lCh (;7) = ch (an-H) 2”21}11(?)36)

n

d’apres I'hypothese de récurrence. Mais en appliquant le cas n = 1 & 5%, on obtient ch (zn%) = %,
ZRFT
ce qui donne
sh(z)
Pii(z) = —————,
n+1( ) on+ligh (271%)
ce qui est bien la formule voulue au rang n + 1.
D’apres le principe de raisonnement par récurrence, la formule est vraie pour tout n € N.
Pour tout ¢ € R, on a Sht(t) = w. Or, puisque la fonction sh est une combinaison de fonctions
exponentielles toutes dérivables en 0, la fonction sh est elle-méme dérivable en 0 et un calcul direct montre
sh(t

que sh’ = ch. On en déduit que }irr(l) () existe et vaut ch(0) = 1.

* * _ sh(z) _ sh(z) am 5. sz
Pour tout € RY et tout n € N*, on a P,(z) = en(Z) = () Or, quand n tend vers I'infini, o7

e
tend vers 0. Donc, d’apres ce qui précede et en posant y = 5%, on a nhﬂngosh?ﬁ = ;IL%W = 1. On en
Yy

déduit que




