Chapitre 3.

Représentations intégrales
des solutions des
équations de transport,
de Laplace, de la chaleur
et des ondes.

Le but de ce chapitre est d’étudier quatre classes d’équations aux déri-
vées partielles relativement simples, de donner une formule de représentation
intégrale explicite des solutions de ces équations et d’étudier les propriétés
de ces solutions. Ces équations sont aux nombres de quatre : c¢’est ’équation
de transport, de Laplace, de la chaleur et des ondes. Ces opérateurs ont une
importance fondamentale, non seulement a cause de leurs applications mais
aussi parce qu’ils sont 'archétype de phénomenes plus généraux. En effet,
I’étude de la plupart des équations aux dérivées partielles repose sur 1’étude
de ces opérateurs. Nous commencons par la plus simple de ces équations :
I’équation de transport.

1. Equation de transport

On se donne ¢ € R” et g une fonction de classe C' définie sur R”. On cherche
a trouver une fonction u de classe C! définie sur R""! et telle que

{ u; + & - Vu = 0 dans R"H! )
u(

0,z) = g(x) pour tout x € R".
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Une méthode tres simple pour résoudre un tel probleme est une méthode qui
est un cas particulier d’'une méthode beaucoup plus générale pour résoudre
les équations aux dérivées partielles linéaires du premier ordre (que nous
étudierons plus loin) : la méthode dite “des caractéristiques”.

Soit x € R" fixé et

©:R3s50 (01(8),...,00(8) = (8,21 + &8, ..., 2, + Eus) € R™TL

Cette fonction ¢ est évidemment de classe C*°. Supposons maintenant qu’il
existe une fonction u solution de (1).

Considérons maintenant la fonction u(s) = u(p(s)) qui est définie sur R
et de classe C'. On a alors

Vs €R, () = u(p(s)) + &utta, (0(5)) + -+ + &t (0(5)) = 0,

donc u est constante et vaut u(0) = u(0,z1,...,x,) = g(z).
En particulier, pour tout s € R et pour tout x € R".

U(S,$1 + 5187 ey Tp fns) = g(ﬂf)

En particulier, si (T, X1,...,X,) est un point de R"*!, alors il existe s € R
et z € R” tels que

T=s

X1 =x + 518

Xp =1z, + 5113-

Il suffit de prendre s =T, puis 1 = X1 — &7, ..., x, = X, — £,T. Et donc,
si u est une solution de (1), alors

V(T,Xy,...,X,) e R"™ (T, Xy,... X,) = g(X1 - 6T, X, — &T).
En d’autres termes, on a :
Y(t,x) € R"M, u(t,z) = g(x — t§). (2)

Réciproquement, il est facile de voir que la fonction u définie par la formule
(2) est effectivement solution de (1). En conclusion, nous avons le résultat
suivant :

1.1. Proposition. Soient £ € R" et g une fonction de classe C! définie sur
R™. Alors, il existe une et une seule fonction u de classe C* définie sur R™!
telle que

{ u + & - Vu=0 dans R"! )
u(

0,z) = g(z) pour tout x € R™.
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De plus, on a :
V(t,x) € R"M, u(t,x) = g(x — t&). (2)

Nous allons maintenant nous intéresser a l’équation de transport non ho-
mogene, c’est a dire au probléme suivant.
On se donne ¢ € R”, g une fonction de classe C'! définie sur R” et f une
fonction continue sur R"*'. On cherche & trouver une fonction u de classe
C' définie sur R"™! et telle que

{ u + & - Vu = f dans R*H! a
u(0,z) = g(z) pour tout z € R".
On reprend la méthode précédente. Soit x € R" fixé et

©:R3s50 (01(8),...,00(8) = (5,21 + &8, ..., 2, + Es) € R

Cette fonction ¢ est évidemment de classe C'*°. Supposons maintenant qu’il
existe une fonction u solution de (1').

Considérons maintenant la fonction w(s) = u(¢(s)) qui est définie sur R
et de classe C'. On a alors

Vs eR,  U(s) = u(p(s)) + &ua (@(8) + - + &uua, (0(s5)) = f(p(s))
donc

s) =(0)+ [ fletrdr=gta)+ [ fletrin

soit encore
S
u(s, 14881, ..., Tn+8&) = g(xy, ... ,xn)+/ flryxy+r&, ... xy+1&,)dr.
r=0

Faisant la méme manipulation que précédemment, nous obtenons

t
V(t,x) € R"M, u(t,z) = glx —t&) + flr,x+ (r—0t)&dr. (2)
r=0
Réciproquement, on laisse en exercice au lecteur le fait de voir que la fonction
u définie par la formule (2') est effectivement solution de (1’). En conclusion,
nous avons le résultat suivant :

1.2. Proposition. Soient € € R", f une fonction continue sur R"*! et g
une fonction de classe C1 définie sur R". Alors, il existe une et une seule
fonction u de classe C' définie sur R"*! telle que

{ w +&-Vu=f dans R"*!
u(0,z) = g(z) pour tout x € R".

(1%
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De plus, on a :

V(t,r) € R, u(t,x) = glx —t&) + /_0 flryz+ (r—0t)&dr. (2

Exercice 3.1. Vérifier que la fonction u définie par I’équation (2') est bien
solution de (1').

Exercice 3.2. La méthode des caractéristiques. On cherche a résoudre 1’é-
quation aux dérivées partielles linéaire dans R"” du premier ordre

ou ou
— DY b =
a(z) o, Tt an () o, T (z)u(z) = c(x)
ou les fonctions ay,...,a,,b et ¢ sont des fonctions de x € R" données et u

est la fonction de x € R” inconnue. On suppose de plus que la fonction u est
connue sur une hypersurface S et que, pour tout = € S, u(z) = ¢(x) ou ¢ est
une fonction donnée sur S. L’idée pour résoudre cette équation est de prendre
zo € S et de considérer, si elle existe, la solution x : t €] — €,e[— z(t) € R"
(o1 € > 0) du systeme d’équations différentielles

telle que z(0) = xy. La courbe image par I’application = de I'intervalle [—¢, €]
sera une courbe C,, passant par xy. De plus, si u(t) = u(z(t)), alors

Vi€ [—e,el,  W(t)+bz(t)u(t) = c(x(t)) (17)

et
u(0) = (o). (2")

En particulier, si on peut intégrer ’équation différentielle (1”) avec la con-
dition initiale (2"), on en déduira I'expression de w puis I'expression de u le
long de la courbe C,,. Il ne restera plus qu’a “remplir”, a ’aide des courbes
Cy, quand xy bougera dans S, un voisinage de S pour obtenir une expression
de u localement au voisinage de S.
1. Vérifiez les formules (1”) et (2”).
2. En appliquant la méthode des caractéristiques a 1’équation de trans-
port (homogene, puis non homogene), retrouver les formules obtenues
précédemment.
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3. Résoudre par la méthode des caractéristiques dans R?

xa—u+ @—i—@—im(x 2)
Ox y@y 0z Y

avec u(x,y,0) = ¢(z,y). Résoudre par la méthode des caractéristiques
dans R?

ou ou
x 6$+y 3y u”(x,y)

avec u(z,2x) = 1.

2. Equation de Laplace.

Parmi les équations les plus importantes de la théorie des équations aux
dérivées partielles se trouve sans aucun doute ’équation de Laplace

Au=0

et ’équation de Poisson

Au=f

Interprétation physique. L’équation de Laplace intervient tres fréquem-
ment dans des problemes de la physique. u représente typiquement la densité
d’une quantité (comme, par exemple, la concentration chimique d’un produit)
en équilibre. En effet, si V' est un sous-ensemble ouvert de 2 ayant pour bord
une hypersurface de classe C*, le flux de u a travers 9 est nul :

/ ﬁ'ﬁdO’ZO,
ov

ou F' désigne le flux de la densité et 7 désigne le vecteur normal unitaire. La
formule de Green-Riemann nous donne

/divﬁ:/ ﬁ’ﬁdO’IO,
v ov

div F =0

et donc
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puisque V est arbitraire. Dans la plupart des situations, il est physiquement
raisonnable de supposer que le flux F' est proportionnel au gradient Vu, mais
pointe dans la direction opposée. Et donc,

—

F = —aVu, a > 0.

Et donc, on a
div Vu = Au = 0.

Si u désigne la ou le

concentration chimique

température

potentiel éléctrostatique,
I’équation .

F=—-aVu

est
la loi de Fick de la diffusion

la loi de Fourier de la conduction de la chaleur
la loi d’Ohm de la conduction de ’éléctricité.

Enfin, I’équation de Laplace intervient encore en analyse complexe et dans
I'interprétation probabiliste du mouvement brownien.

2.1. Action du laplacien sur les fonctions radiales.

Tout d’abord, nous commencons par exprimer le Laplacien pour les fonctions
f dites radiales, c’est-a-dire les fonctions dont la valeur f(z) ne dépend que
de ||zl

2.1.1. Proposition. Si f(x) = ¢(r) otz € R" et r = ||z]| et ¢ : R" - R
est de classe C?, alors

n—1
Af(r) = ¢'() + 29 ()
Exercice 3.3. Prouver la proposition 2.1.1 précédente.
2.1.2. Corollaire. Sous les hypothéses précédentes, Af =0 sur R™\ {0} si

et seulement si ¢p(r) = a+br*™ sin #2 ou ¢p(r) =a+blogr sin=2 ot a
et b sont des constantes.

Exercice 3.4. Prouver le corollaire 2.1.2 précédent.

2.1.3. Définition. Une fonction u définie sur un ouvert de R” de classe C?
et a valeurs complexes est dite harmonique si Au = 0 (Nous verrons plus loin
dans le corollaire qu’on peut s’affranchir de ’hypothese v € C? sans changer
quoique ce soit).
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2.2. Propriétés de base des fonctions harmoniques.

Nous allons obtenir quelques propriétés de base des fonctions harmoni-
ques. Dans ce qui suit, nous intégrerons sur des hypersurfaces S qui seront
les bords de domaines € (c’est-a-dire des ouverts connexes) de R". do sera la
mesure de surface sur S et 1 sera le vecteur normal unitaire sur S pointant
a l'extérieur de ().

2.2.1. Identités de Green. 5i§) est un domaine borné avec un bord C!
et siu et v sont des fonctions de classe C' dans Q, alors

/ v Ozu do = /(UAu + Vv - Vu)dx
S Q

/(v Ofu — u Ozv)do = /(vAu — uAv)dzx.
S

Q

2.2.2. Corollaire. Si u est harmonique dans €2, alors

/8ﬁu do = 0.
S

Exercice 3.5. Vérifier les identités de Green et le corollaire.

Nous allons maintentant énoncer I'un des théoremes fondamentaux concer-
nant les fonctions harmoniques : le théoreme de la valeur moyenne. Ce
théoreme dit, en termes imagés, qu’une fonction harmonique est en un point
la valeur moyenne des valeurs prises par cette fonction au voisinage de ce
point. On concoit ainsi I'intérét des fonctions harmoniques en physique.

2.2.3. Théoreme de la moyenne. Si u est harmonique dans un ouvert
Q, sixz €Qetsir >0 est suffisamment petit de fagon a ce que B,.(x) soit
mncluse dans ), alors

1 1
u(z) = /S o) = - / w( + ry)do (y),

T”_lwn Wn Sn

ot wy, est la surface de S,, la sphere unité de R".

Preuve. On remarque tout d’abord que la seconde égalité découle de la
premiere grace au changement de variables y — x + ry. En translatant, on
peut supposer que 0 € € et que z = 0.

Exercice 3.6. Prouver le théoreme sous les hypothéses précédentes auxquel-
les on s’est ramené. On appliquera la formule de Green-Riemann avec pour
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u notre fonction harmonique et v(y) = |ly||*™ sin # 2 ou v(y) = log ||y||
sin =2 et Q= B.(0)\ B.(0). Faire ensuite tendre € vers 0 en utilisant la
continuité de u.

2.2.4. Corollaire. Sous les hypothéses et notations précédentes, on a

n 1
u(z) = e, /Br(x) u(y)dy = m/&m u(y)dy
1

= VolB. /Bn u(z + ry)dy.

Exercice 3.7. Prouver le corollaire précédent.

Exercice 3.8. La réciproque du théoreme de la moyenne. On se
propose de montrer que si u est une fonction continue sur un sous-ensemble
ouvert possédant la propriété de la valeur moyenne, c’est-a-dire que

1
Vx € Q, Vr >0 tel que B,(z) C Q, u(z) = —/ u(x + ry)do,(y),

Wn Js,

alors u est de classe C™ sur §2 et u est harmonique sur €.
1. Montrer qu’il existe une fonction v : R — R a support compact de classe
C™ telle que la fonction ¢p(x) = (||z||) soit de classe C* a support
compact dans B, telle que [ ¢ = 1.

Pour e > 0, nous posons ¢-(x) = e "¢p(c'z) et Q. = {x : B.(x) C Q}.
2. Montrer que, si x € Q., la fonction y — ¢-(x —y) a son support dans
et que nous avons

[wweore-pa= [ | e = rey) o () = (o).

En déduire que u est C*.
3. Montrer que

0= 2/ u(z + ry)do,(y) = rl”/ Oqu doy, = rl”/ Au.
or Js, S, () B,(z)

En déduire u est harmonique.
4. Montrer que toute fonction harmonique est de classe C*™.

Voici maintenant d’autres propriétés importantes des fonctions harmoniques :

2.2.5. Principe du maximum. 5i () est un ouvert connexe de R" et st u est
une fonction harmonique a valeurs réelles sur ) vérifiant supgu = A < o0,
alors soit uw < A sur Q0 ou bien u(x) = A pour tout x € Q.
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2.2.6. Corollaire. Si Q est un ouvert de R" tel que Q soit compact et si u
est harmonique et a valeurs réelles sur §) et continue sur §1, alors la borne
supérieure de u sur ) est atteinte sur OS).

2.2.7. Théoréeme d’unicité. Si Q est un ouvert de R" tel que Q soit
compact et si u; et us sont deux fonctions harmoniques continues sur €2
telles que uy = uy sur 082, alors u; = ug sur Q.

Exercice 3.9. Prouver le principe du mazximum, son corollaire et le théore-
me d’unicité. On pourra poser B = {x € Q, u(x) = A}, montrer que B est
fermé et ouvert dans ) grace au théoreme de la moyenne, puis conclure en
utilisant la connexité de ).

Exercice 3.10. On se propose de montrer le théoréme de Liouville, c’est-
a-dire que si une fonction harmonique sur R™ est bornée, alors elle est con-
stante. Soit x € R" et R > ||z|.

1. En utilisant le théoréme de la moyenne, montrer que

n
R,

u(z) —u(0)] < [uflo Vol D

ot D est la différence symétrique des boules Br(x) et Br(0).
2. Montrer que D est contenu dans [’ensemble des y tels que

R—lz|| < [lyll < R+ [z].
En déduire que

(R+ =)™ = (R = [l=[)"
I ’

u(z) = u(0)] < fluflo

puis conclure.

Exercice 3.11. On se propose de montrer que si une fonction u est har-
monique dans un ouvert €2, alors on peut estimer les dérivées de u de tous
ordres en fonction des valeurs de u (ce qui est aussi le cas pour les fonctions
holomorphes mais ce qui est fauzr en général pour les fonctions quelconques).
Plus précisément, nous allons montrer que, si une boule B,(xy) est incluse
dans §2, alors

Cr
o)l < 5 [
fr+k B7.(j;0)

pour tous les multi-indices « tels que |a| =k, ot

(227L+1+L;1 n)k

Vol B, 27t Vol B,
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Quitte a faire une translation, on peut supposer que xo = 0 € Q2.
1. montrez que c’est vrai si k = 0.
2. Supposons k = 1. Montrez que

on on 2x;
Oiu(0) = ———— Opudz = — e ld
u(0) r" Vol B, /B (0) T Vel By, /S (0) e
5 2

(on pourra utiliser une des formules de Green).

3. En utilisant les estimations faites pour k = 0 pour les points de S: (0),
en déduire le résultat pour k = 1.

4. Prouver le résultat en faisant une récurrence sur k.

5. En déduire une autre preuve du théoreme de Liouville.

2.3. Solutions fondamentales du Laplacien.

2.3.1. Théoréme. Posons
1
(2 —n)wy,

Alors E est une solution fondamentale du laplacien dans R", c’est-a-dire que

1
E(zr) = 12" pour n > 2 et E(x) = o log ||z|| pour n = 2.
T

]

AE =5,

au sens des distributions, ou 0y est la masse de Dirac en 0.

Exercice 3.12. On se propose de montrer le théoréme précédent. Supposons
n = 2 et posons

1
B(x) = 5 log]lx]|.

1. Soite >0 et

1
Ee(z) = log([l[|* + &%)

Montrer que E. converge vers E au sens des distributions sur R? quand
e tend vers 0.

2. Calculer AE. au sens des distributions.
3. En déduire le théoréme.
4. Suivre la méme démarche dans le cas n > 2 avec

(ol + %)

Ee(z) = (2 — n)w,

1l pourra étre utile de poser u = % dans une certaine intégrale.
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En particulier, grace au théoreme 2.3.1, nous pouvons résoudre I’équation de
Laplace non homogene Au = f pour n’importe quelle distribution a support
compact en posant u = E'x f. En fait, cette formule est aussi valable pour les
fonctions f sans support compact pourvu qu’elles satisfassent des conditions
entralnant la convergence d’intégrales appropriées. Voici une version plus
précise de cette observation :

2.3.2. Théoréme. Supposons f € LY(R") et que [|f(y)|log ||lylldy < +o0
sin = 2. Alors f x E est une fonction bien définie et localement intégrable,

et A(f«E)=f.

Preuve. Nous supposons que n > 2 et nous laissons le cas n = 2 au lecteur
(Exercice 3.13.). Soit x, la fonction caractéristique de la boule B, (0). Alors
xiE € Llet (1—x1)E € L™ ; et donc fx(uFE) € L' et f*[(1—x1)E] € L*™.
De plus, x,f — f dans L! quand r — oo, donc (x,.f) * (x1E) — f* (uF)
dans L' et (x, f)*[(1—x1)E] — f*[(1—x1)E] dans L>®. En particulier, . f et
(x.-f)* E convergent respectivement vers f et f*E au sens des distributions.
Et donc, puisque x, f a un support compact, on en déduit que

Alf x E] =lim A[(x-f) * E] =limx, f = f,
ce qui termine la preuve du théoreme 2.3.2.

Une autre application intéressante de la solution fondamentale F, c’est
la formule de représentation suivante des fonctions harmoniques dans un
domaine 2 en termes des valeurs au bord de f et des dérivées normales de f.
Pour cela, il est utile de regarder ¥ comme une fonction de deux variables
x,y € R” via la formule

E(z,y) = E(z —y).

Quand nous différentierons E(x,y), nous indiquerons toujours si la dérivation
est par rapport a x ou a y en mettant en indice la variable x ou y, par exemple
07y E(z,y) désigne la dérivée normale par rapport a la variable y.

2.3.3. Thg'oréme. Soit Q un domaine borné avec un bord S de classe C*.
Siu € CYQ) est harmonique dans 2, alors

Vo€ ule) = [ [u0)0s,B(w.9) - el Bl ) doy).

Exercice 3.14. Prouver le théoréme précédent. On pourra considérer E.
au lieu de E, appliquer la formule de Green et faire tendre € vers 0.
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Le théoreme 2.3.3. suggere que, si on a a résoudre le probleme
Au =0 €, u=f et Osu=g surlS,

alors, on peut le résoudre en posant

u(z) = /S )0y Ea,y) — 9(9) B )] 3)

En fait, cela ne marche pas. En effet, nous savons d’apres le théoreme
d’unicité que la solution u (si elle existe) est completement déterminée par f
seule. La fonction u définie par (3) sera harmonique dans €) puisque E(z,y)
et 07 F sont des fonctions harmoniques de z € € quand y € S, mais elle
n’aura pas les valeurs appropriées au bord de €2 sauf si f et g satisfont des
conditions particuliéres, que nous ne préciserons pas.

2.4. Fonctions de Green.

Soit 2 C R™ un domaine borné dont le bord est une hypersurface S de classe
C'. On se propose d’obtenir une formule de représentation pour la solution
de I’équation de Poisson

Au=f

sachant que w vérifie la condition au bord

u=g sur S.
Supposons tout d’abord que u € C?(f2) est une fonction arbitraire. Fixons
x € Q et choisissons € > 0 suffisamment petit pour que B.(x) C U, et

appliquons la formule de Green au domaine Q. = Q \ B.(z) aux fonctions
u(y) et E(z,y). Nous avons

/Q (u(y) A, E(x,y) — E(z,y)Au(y)) dy =
| wwon, By ~ B, uw) dotw),

Comme A FE(z,y) = 0 pour = # y, que

[ Bnonu) dot)| < = anx |
S.(x) S:(0)
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tend vers 0 quand € — 0 et que

1
/Sg(x) w(y)0iy E(z,y)do(y) = Sufaco .00 /u(y)da(y)

tend vers u(z) quand € — 0, on en déduit que

u(z) = / ()9 B2, y) — deuly) Ee, )] do(y) + / E(z,y)Au(y) dy (4)
S Q

(Nous laissons au lecteur le soin de retrouver cette formule en adoptant la
démarche de l'exercice 3.14 (Exercice 3.15.)).

Nous allons maintenant utiliser cette formule pour résoudre notre proble-
me. Pour cela, nous allons modifier notre formule afin de supprimer le terme
portant sur Oz ,u. L’idée est d’introduire pour x fixé la fonction correctrice
¢"(y) qui est la solution du probléeme

{Ad)“’ = 0 dans )
¢* = FE(z,.) sursS.

Appliquons une nouvelle fois la formule de Green, pour obtenir

- /Q ¢*(y) Au(y)dy — /S (u(y)0sy 9" (y) — ¢" (y)Isu(y)) do-
Additionnons maintenant cette formule avec (4) et posons

G(z,y) = +E(z,y) — ¢"(y), pour v,y € Q,x # ¥,

nous obtenons le théoréme suivant :

2.4.1. Théoréme. Supposons que u € C?(Q) est une solution de

{Au = f dans
u = g surdfl.

ou f et g sont des fonctions données dans ) et sur 02 et continues. Alors

u(x):/aQ()ﬁanxyda /f

2.4.2. Définition. On appelle fonction de Green du domaine 2 la fonction
G précédemment définie.
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La fonction 0;,G(x,y) pour z € Q et y € 0 sera, quand a elle, appelée
le noyau de Poisson du domaine {2

Nous avons donc une formule de représentation de u en fonction des
valeurs de u au bord, pourvu qu’on ait pu construire une fonction de Green
du domaine 2. Malheureusement, le probleme de cette construction est une
question difficile et qui ne peut pas étre faite explicitement en général. Seuls
quelques cas particuliers peuvent étre traités : la boule en fait partie, et nous
traiterons cette situation dans la suite. Faisons tout d’abord une liste des
propriétés élémentaires des fonctions de Green :

Remarque. Si on fixe x € ) et si on regarde G comme une fonction de y
alors,

AG = 0, dans )
G = 0 surof

ou d, est la masse de Dirac au point x.

Nous avons aussi le théoreme important suivant qui met en évidence le ca-
ractere symétrique de la fonction de Green :

2.4.3. Théoreme. Pour tous x,y € ), x # y, nous avons
G(y,z) = G(z,y).
Preuve. Fixons x et y dans € tels que x # y. Posons
v(z) = G(z, 2) et w(z) = G(y, 2) pour z € Q.
Alors Av(z) = 0 pour z # x, Aw(z) = 0 pour z # y et w = v = 0 sur

0f). En appliquant l'identité de Green sur V = Q\ (B.(x) U B.(y)) pour ¢
suffisamment petit, on obtient

/ (w Ozv — v Ozw)do = / (v Ozw — w Ozv)do (5)
Se(z) S5:(y)

ou 77 désignera cette fois-ci la normale intérieure aux boules B.(z) et B.-(y).
Cependant, w est continue donc bornée pres de z ; et donc

/ v Ozw do
0B.(x)

qui tend vers 0 quand € — 0 a cause de la forme de G et donc de v.

< Ce" ' sup |v
Se(z)
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D’autre part, v(z) = E(z,z) — ¢*(z) ou ¢” est continue dans 2. Donc,
lim w Ozv do = lim w Op y B do = w(x)
e—0 S.(z) e—0 S.(z) ’

(¢f. voir le début du paragraphe 2.4). Et donc, le membre de gauche de (5)
converge vers w(x) quand € — 0. De maniere analogue, le membre de droite
converge vers v(y), et donc

G(y,z) = w(x) = v(y) = G(z,y),
ce qui termine la preuve du théoreme 2.4.3.

Nous allons maintenant construire explicitement la fonction de Green
pour un domaine tres simple, a savoir la boule unité de R".

Pour construire la fonction de Green de B,,, il suffit pour = fixé dans B,
de construire une fonction “correctrice” ¢* telle que A¢” = 0 dans B et telle
que ¢ = E(z,.) sur S. Pour cela, on remarque que nous avons le lemme
suivant :

Lemme. Siz € R"\ {0} ety €S, on a

o=yl = | o~ el v |
r—yll=1| — —|lz| v |-

=]
Preuve du lemme : En exercice (Exercice 3.16.)
En particulier, la fonction y € B — ¢*(y) = E(x/||z||, ||[z]|y) convient, car si
x est fixé dans B, c’est une fonction clairement harmonique de y € B. Nous
laissons au lecteur le soin d’écrire les formules obtenues dans R" pour les

solutions de I’équation de Poisson avec conditions aux bord. (Exercice 3.17).

L’objet du pararagraphe suivant est de maintenant s’intéresser a 1’équation
de la chaleur.

3. Equation de la Chaleur.

Nous étudions maintenant I’équation de la chaleur

u — Ayu =0
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et I’équation de la chaleur non homogene
ur — Ayu = f

assujeties a des conditions au bord et des conditions initiales convenables.
Ici, t > 0 désigne le temps, x € U ou U C R" est un ouvert. L’inconnue
est u : U x [0, +o0[, u = u(x,t) et le laplacien A, désigne le Laplacien par
rapport a la variable d’espace * = (x1,...,2,). Dans la seconde équation,
f:U x [0, +00[— R est donnée.

Interprétation physique. L’équation de la chaleur, aussi appelée équation
de la diffusion, décrit dans des applications typiques I’évolution dans le temps
de la densité u d’une certaine quantité telle que la chaleur, la concentration
chimique, etc... Si V' C U est une partie réguliere de U, le taux de variation
de la quantité totale dans V' est égale a I’opposé du flux de la densité a travers

oV : J
- udasz—/ F . iido,
dt |y

et donc
u = —div F,

puisque V' est arbitraire. Dans la plupart des situations, F est proportionelle
au gradient de u, mais pointe dans la direction opposée (puisque le flot part
des régions ou la concentration est plus importante pour aller vers les régions
ou celle-ci est moins importante). Et donc

F=—aVu (a > 0).

En particulier, on obtient u; — aA,u = 0, ce qui pour a = 1 nous redonne
I’équation de la chaleur.

3.1. Solution de I’équation de la chaleur homogene avec
donnée initiale.

Nous nous intéressons au probleme de Cauchy suivant

up — Ayu =0 dans R"x]0, 4+o0]
u(x,0) = g(z) pour z € R”

Notons

(47rt)”/2 €

P(x,t) =
(%) 0 sizeR"ett >0

12
{% 5 sizeR"ett >0
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Nous appellerons cette fonction ® le noyau de la chaleur.

Exercice 3.18. Montrez que ® est une solution de l’équation de la chaleur
dans R"x]0, +ool, et montrez que, pour tout t >0, [p, P(x,t)dx = 1.

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. Supposons g € C(R™) N L*(R) et définissons

u(e,t) = | B~ y.g)dy.
Alors u est de classe C™ dans R™x]0, +o0],
ur(z,t) — Agu(z,t) =0, (x e R", t>0),

et
lim = g(x), pour tout xy € R".

()= (0.29)
z€RM t>0

Preuve. Puisque la fonction fn,l/ze_””” est infiniment dérivable, avec des

dérivées uniformément bornées et uniformément intégrables de tous ordres
sur R” x [0, +00[ pour tout § > 0, nous voyons que u est de classe C* sur
R"x]0, 4+00[. De plus,

I12/4t

u(w,t) — Ayu(z,t) = / [(®; — Ay @) (z —y,t)]g(y) dy = 0

n

pour x € R" et t > 0 puisque P est une solution de ’équation de la chaleur
5 (cf. exercice 3.18.).

Soit maintenant xy € R" et € > 0. On choisit § > 0 tel que,
VyeR", |y =l <0 = lg(x) —g(zo)| <e.

Soit z € R" tel que ||z — x|l < §. Nous avons

uz,t) = g(zo)|| =

/n O(x —y,1)[g(y) — g(wo)] dy
< /Bé(%) ®(z —y,t)|g(y) — g(zo)| dy

n / Oz —y,1)|g(y) — g(wo)|dy
R\ By (
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Maintenant, nous avons

Igs/ O(x —y)dt =¢

d’apres l'exercice 3.18. De plus, si ||z — xol| < 3 et ||y — 2ol > 6, alors

Iy~ zoll < ly— 2l +3 < lly—l + 3l — xoll- Et done, [ly— ]| > §lly— o]l
En conséquence,

J §2l|g||oo/ P(x —y,t)dy
R\ B (o)

C a—y|?
:W/ e,u -l dy
tn R”\Bg(xo)

Y—x, 2
< C / e’H'/m?H dy
/2 Jom g

R\B,)(ﬂ?o)

c [* _»
<—> e " dr —s 0.
tn/2 Js t—0+

Et donc, si ||z — z|| < § et t > 0 est assez petit, alors |u(z,t) — g(z0)| < 2e.
Le théoréme en découle.

Remarque 3.2. Remarquons que si g est continue a support compact pos-
itive et non identiquement nulle, alors

1 _ v
u(z,t) = ———p L T g(y)dy

(47rt)71,/2

est en fait strictement positive pour tous les points z € R" et ¢ > 0. Nous
interprétons cette observation en disant que, pour 1’équation de la chaleur,
la vitesse de propagation est infinie. Si la température initiale est positive et
strictement positive quelque part, alors la température plus tard sera toujours
strictement positive, quel que soit ’endroit ou on se trouve.

3.2. Solution de I’équation de la chaleur non homogéne
avec donnée initiale.

Nous nous intéressons au probleme de Cauchy suivant

ur — Ayu = f dans R"x]0, +o00|
u(0,2) =0 pour z € R"

Pour résoudre ce probleme, nous allons utiliser le “Principe de Duhamel”
qui permet de ramener un probleme de Cauchy non homogene a données de



Représentations intégrales. 89

Cauchy nulles a un probleme de Cauchy homogene a données de Cauchy non
nulles.

Proposition 3.2.1. Principe de Duhamel. On considére un opérateur
différentiel linéaire a coefficients constants sur R" x R de la forme

( 0 o 0 )
Ory’ " Oz, Ot
ou P est un polynome des variables x1,...,x,,t. On suppose que le degré de

P par rapport a la variable t est m et que le coefficient devant t™ dans P est
1. Si, pour chaque 7 € R, v(x,t,T) est solution de

( 0 o 0
Pl— ..., —, — t,7)=0
G o 2V 0T
v(z,0,7) =0
3m_2'v
W(.’E,O,T) =0
8m—lv
{ W(%U,T) = f(z,7)
alors, si
t
u(x,t) = / v(z,t — 7, 7)dT,
0
u est une solution du probleme de Cauchy
( 0 o 0
Pl—,...,—,—)u= f(t
Gar a0 = I (60)
u(z,0)=0
am 1‘
W= l(x 0) =0.

Exercice 3.19. On se propose de montrer la proposition précédente.
1. Montrez que, si

t
u(x,t) = / v(x,t — 1, 7)dT,
0
alors, pour tout n € N*,

o"u n—1 o= 1 tanv

0, Tt
o @ £ o1k @00+ | Fm (@

— 7, 7)dT.
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En déduire que

u(x,0) =0
6m—1'u

et que pour tout (n + 1)—multi-indice (aq,. .., an, 3) tel que B <m —1,
t
90l u(x,t) = / 0l v(x,t — 7, 7)dr.
0

2. En déduire le Principe de Duhamel.

Exercice 3.20. FEn utilisant le Principe de Duhamel, donnez une expression
explicite d’une solution du probleme de Cauchy :

up — Ayu = f(z,t)  dans R"x]0,+o0]
u(0,z) = g(z) pour x € R"

4. Equation des Ondes.

Nous étudions maintenant 1’équation des ondes
Ut — ATU =0
et ’équation des ondes non homogene
u — Dgu = f

assujeties a des conditions au bord et des conditions initiales convenables.
Ici, ¢ > 0 désigne le temps, x € U ou U C R" est un ouvert. L’inconnue
est u : U x [0, +o0[, u = u(z,t) et le laplacien A, désigne le Laplacien par
rapport a la variable d’espace x = (x1,...,x,). Dans la seconde équation,
f:U x [0, +00[— R est donnée.

Interprétation physique. L’équation des ondes est une modélisation sim-
plifiée d’une corde vibrante (n = 1), membrane (n = 2) ou d’un solide
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élastique (n = 3). Dans cette représentation physique, u(z,t) représente le
déplacement dans une certaine direction du point x a l'instant ¢ > 0.
Soit V' une partie réguliere de U. 'accélération dans V' est

dQ
— udxz/u dx
a2 |y _

—/ F.q
oV

ou F est la force agissant sur V' a travers 9V, et la densité de masse est
supposée étre égale a 1. La loi de Newton nous donne

/uttdac:—/ ﬁ-ﬁdaz—/divﬁdw.
\% 2% \%

Comme cette identité est valable quelle que soit la région V', on a donc

et la force de contact est

Ut = —div F_:
Pour les corps élastique, F est proportionnelle au gradient de u et donc
F =, Vu.

On obtient alors
uy — aldyu =0,

ce qui pour a = 1 nous redonne I’équation des ondes. Cette interprétation
physique nous suggere fortement qu’il sera mathématiquement approprié de
spécifier deuzr conditions initiales : sur le déplacement u et sa vitesse u; a
I'instant ¢ = 0.

4.1. Solution de I’équation des ondes homogene et non
homogene dans le cas n = 1.

Nous nous intéressons au probleme de Cauchy suivant

U — Ugy = f(x,t) dans Rx]0, 4+o00]
u(x,0) = g(z) pour x € R
ui(x,0) = h(z) pour z € R.

Exercice 3.21. En remarquant que

@ (9 oN(0 B
o2 ox2 \ot Oz ot Oz
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et en utilisant ’écriture explicite de la solution des équations de transport,
écrire dans le cas ou n =1 la solution de I’équation des ondes.

4.2. Solution de I’équation des ondes homogene dans le
cas n > 2.

Nous nous intéressons dans ce paragraphe au probleme de Cauchy suivant

uy — Azu =0 dans R"x]0, +oof
u(x,0) = g(x) pour x € R"
u(z,0) = h(x) pour xz € R".

L’outil que nous allons introduire pour résoudre ce probleme est donné par
la définition suivante.

Définition 4.2.1. Soit ¢ une fonction continue sur R", z € R" et r > 0.
Nous définissons la “moyenne sphérique My(x,r)” comme étant la valeur
moyenne de ¢ sur S,(z) :

1
Moter) = i [ o(oe).

Exercice 3.22. Montrez que

My(z,r) = wi /S oo+ ry)do(y)

Montrez que, si on regarde Mg comme une fonction définie sur R" xR, c’est
une fonction paire de r, de classe C* par rapport ¢ x et r si ¢ est de classe

C*. De plus, My(-,0) = ¢.
Proposition 4.2.2. Si ¢ est une fonction C? sur R", alors

9’ M, n—10M
A, My(z,r) = aTQd)(m,r) + " 8—T¢(a:,r).

Preuve. Voir ’exercice suivant.

Exercice 3.23.
1. Montrez qu’il suffit de considérer le cas ou r > 0.
2. Montrez, en utilisant l'identité de Green-Riemann que

1

—1
W Sz <r

Oy My(z,7) =

A¢(z + z)dz.
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En déduire que

"0, My (x, 1) = / / Ad(x + py)p"~do(y) dp,
O S'H

1
Wn,
et donc
0, (r”_langﬁ(a:, r)) =" A My(x, 7).
3. Conclure.
Corollaire 4.2.3. Supposons que u(x,t) est une fonction de classe C* sur

R™ x R, et soit M, (z,r,t) la moyenne sphérique de x +— u(z,t). Alors u est
une solution de l’équation des ondes si et seulement si M, vérifie

(a,% + 107) M, (z,r,t) = M, (z,71). (6)

Exercice 3.24. Montrez le corollaire 4.2.3.

Quand n est impair, ’équation aux dérivées partielles peut-étre ramenée a
I’équation des ondes en dimension 1 grace au lemme suivant :

Lemme 4.2.4. Si k > 1 et ¢ € C*1(R), alors
O (r0,) o ()] = (1)l (). (7)

Exercice 3.25. Preuve du lemme 4.2.4
1. Montrez que le lemme 4.2.4 est vrai si ¢p(r) =r".
2. Montrez que le lemme 4.2.4. est vrai si toutes les dérivées de ¢(r)
d’ordres inférieurs ou égaux a k+ 1 s’annulent en ry.
3. En déduire le lemme.

Le membre de droite de (7) vaut
(r718, ) 160 )+ 22 (1),
et donc, si on définit 'opérateur T}, par
Tip(r) = (r0,) " [P Lo(r)),

alors (7) nous dit que

07T = Ti[(07 + 2kr™"8,)¢).
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En particulier, si n = 2k + 1 et si on applique 7} aux deux membres de (6)
alors (6) devient
O*T M, (z,r,t) = O?Ti. M, (z,7,1), (8)

ce qui n’est autre que I’équation des ondes en dimension 1.
Faisons tout d’abord quelques observations sur I'opérateur 7j.

Exercice 3.26. Montrez par récurrence sur k que
k—1
Tu(@)(r) = ) ejriio(r).
=0

En déduire que c§ =1-3---(2k — 1).

Nous pouvons maintenant déduire une solution de I’équation des ondes quand
n est impair. D’apres le corollaire 4.2.3, M, vérifie I’équation aux dérivées
partielles (6) avec les données initiales

M, (z,7r,0) = Ms(x,r), Oy M, (x,7r,0) = My(z, 7).
et donc, si nous posons
u=TM,, f=TM; §=TM,,

ou
T(-) = Tpry2() = (r20,) "2 [ =2 ()],
on a donc
Oxu(z,r,t) = 07u(x,r,t),

u(x,r,0) = f(z,r), ou(x,r,0) =g(x,r).

La solution de ce probleme est donné par 1’exercice 2.20 :

[f(a:, r+t)+ f(m, r—1t)] + % /T:r g(z, s)ds,

N | =

u(x,rt) =

et donc 1l reste & reconstruire les valeurs de u connaissant celles de u. Pour
cela, nous utilisons le résultat de ’exercice 3.26 :

u t
u(z,t) = M,(z,0,t) = lir% QG
r— CoTr

oncy=1-3---(n—2).
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Exercice 3.27. Montrez que My et M, sont des fonctions paires de r. En

déduire que J7 et g sont des fonctions impaires der et que arf est une fonction
paire de r. En déduire que

u(z,t) = % O )@, r)|r=t + g(z,t) | .

En déduire le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.5. Supposons n > 3 et impair. Si f € CUPTI/2(R") et
g € COFVI2(RM), la fonction

1-3-.- (2 ) [@(tlat)(“)/Q (t“ /”y|:1 fla+ ty)dan(y))

(19,2 (tn—Q /|ylg(:v+ty)dan(y)>]

u(x,t) =

est une solution du probleme de Cauchy

uy — Azu =0 dans R"x]0, +o00|
u(z,0) = g(z) pour x € R"
ui(x,0) = h(x) pour x € R".

Enfin, en ce qui concerne 1’équation des ondes en dimension paire dans
R"” xR", on remarque u est une solution de I’équation des ondes dans R"*! xR
si on suppose que u, f et g sont indépendantes de x,,,1.

Exercice 3.28. Utiliser la remarque précédente et le théoreme 4.2.5. pour
montrer le théoreme suivant.

Théoreme 4.2.6. Supposons n > 2 pair. Si f € COHI2(R™) et g €
C+A/2(R™), la fonction

_ 2 “19\(-2)/2 [ -1 flz +ty)
M T e lat(t ” (t fope o™
(41272 [ et gz tty) )]
o) ( /nynﬁ VT El

est une solution du probleme de Cauchy

uy — Azu =0 dans R"x]0, +00|
u(z,0) = g(z) pour x € R"
ut(x,0) = h(x) pour x € R™.



96 Chapitre 3.

4.3. Solution de I’équation des ondes non homogene
dans le cas n > 2.

Exercice 3.29. Utiliser les théoremes précédents et le principe de Duhamel

pour obtenir la formule de représentation d’une solution du probléme de
Cauchy suivant :

uy — Ayu = f(x,t)  dans R"x]0, 00|
u(z,0) = g(z) pour x € R"
ut(0,2) = h(x) pour x € R™.



