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CORRIGE DU DEVOIR N° 2

Exercice 1.

1.

2.

Si on suppose que A est finie, et si xy est un point d’accumulation de A, alors
e =mingeqg N(z — x9) > 0. On a B(xg,e/2) N (A\ {z0}) = 0 ce qui est absurde.

F}. est inclus dans la boule fermée de centre x( et de rayon k, donc Fj est bornée.
Comme ¢ : z € R" — d(x,z) est continue et que [1/k, k] est fermé, on en déduit
que Fj est fermé. Comme tout fermé borné de R" est compact, Fj. est donc compact.

. Si ANF}, est infini, alors comme tout ensemble infini dans un compact admet un point

d’accumulation, on en déduit que AN F} admet un point d’accumulation x. Comme
x € Fy, on a x # xy. En particulier A admet x(y et x comme points d’accumulation.
C’est absurde

Il est clair que A\ {zo} D Upen: (Fr N A). Sixz e A\ {xo}, alors € = d(x,z9) > 0. 1l
existe k € N tel que 1/k < e <k, (il suffit de prendre & > max(e, %), ce qui prouve
que x € Fj, et donc A\ {zo} = Upepe (Fr N A).

A\{zo} est donc une réunion dénombrable d’ensembles finis, donc est dénombrable,
ce qui implique que A est dénombrable.

Exercice 2.

1.

Soit n € N et ¢ Dapplication qui a une suite u = (u,) € /2 associe u,. Comme
lun| < [Jull2, on en déduit que ¢ qui est linéaire est aussi continue. En particulier,
lapplication 1 qui a une suite (u,) associe |u,| est aussi continue et donc A =
¥~ Y([0, a,]) est fermé.

. Sia ¢ 2 alors Y % |a,|> = +oo. Si on définit la suite (u?) d’éléments de A par

ul = a, sin < p et par ul =0 sin > p,alors |[u”||3 = > _, |a,|* tend vers I'infini

quand p tend vers l'infini, et donc A n’est pas bornée. En particulier, A bornée

implique a € 2. Comme un ensemble compact est fermé et borné, on en déduit

qu'une condition nécessaire pour que A soit compact est que a € ¢2.

3.1. La suite (uf), est une suite bornée de C. Comme toute partie bornée de C
est incluse dans un compact, on en déduit qu’il existe une fonction strictement

croissante ¢y : N — N telle que la suite (u;'j“(p ))

3.2. De méme, la suite (uf‘)(p ))p est une suite bornée de C. 1l existe donc une fonction

woop1(p)
Uy )

p Soit convergente vers un x, € C.

strictement croissante 1 : N — N telle que la suite (
vers un z; € C.

3.3. Les mémes raisons qu’aux questions précédentes donnent le résultat.

3.4. Onap(p+1) = poo- - -0p,(@p+1(p+1)). Ceci est supérieur a pgo- - -op,(p+1) car
pour toute fonction strictement croissante ¢, de N dans N, on a par récurrence
sur n que @,+1(n) > n. Comme la composée de fonctions strictement croissantes
est strictement croissante, on a @po---0p,(p+1) > pgo---0p,(p) = ¢(p) donc
@ est strictement croissante.

p soit convergente



2 devoir 2
Sin € Netsip > n+1, alors urf(p) = u,f”omw"(%“Omo%(p)). Comme

précédemment, la fonction p — ¢,41 0 -+ 0 ,(p) définie pour p > n + 1 est

. . . D 0-++0 0-++0
strictement croissante, donc la suite uﬁ(l ) = ug’ #ulpniioopp(p)) est une sous-

0---0 . 3
(" *?®)Y qui converge vers ., donc la suite (uf"”) converge

suite de la suite
Vers &,

3.5. Pour tout n, la suite (urf(p ))p est de module inférieur ou égal a a,, et converge
vers z,. Par passage a la limite, on en déduit que |z,| < a,, et donc x € A.
Montrons que (u“”(p))p tend vers z dans ¢2. Soit € > 0. Il existe un rang N tel

que
+00

2
9
> lal* <5

n=N-+1

La suite (ZLO \uﬁ(p ) xn|2> tend vers 0 quand p tend vers +o00, donc il existe
p

un rang P tel que pour tout p > P, on ait

N 52
Z |uﬁ(p) - xn|2 < o
n=0

En particulier, si p > P, on a

+o0o N +00
Z ‘uﬁ(p) —x,|* = Z |U;€(p) — a,|* + Z ‘uﬁ(p) —
n=0 n=0 n=N+1
N +00
< Z luf® — 2, |% + Z lan|? < €2,
n=0 n=N+1

ce qui prouve bien que ||[u?®) — z||; tend vers 0 quand p tend vers +o0.
On a donc bien prouvé que A est compact si et seulement si a € ¢2.

4. Si A est d’intérieur non vide, alors il existe une boule fermée B’(x,¢) incluse dans
A. Cette boule est compacte car elle est fermée dans la partie compacte A. La
boule fermée B’(0,¢) de centre 0 et de rayon ¢ est donc compacte car c¢’est I'image
par la translation y — y — x (qui est continue) de la boule fermée B'(z,e) qui
est compacte. De méme, la boule unité fermée est compacte car c’est I'image par
’homothétie z + £ de B’(0,¢). D’apres le théoreme de Riesz, I'espace ?? est de
dimension finie. C’est absurde car la suite canonique e" = (e}), définie par e = 1
si p =n et 0 sinon est une famille libre infinie.

Exercice 3.
1. Voir le cours
2. Il est clair que F est bien définie car une primitive d’une fonction continue est
continue et, si x € [0, 1], alors pour tout ¢ € [0, z], t — > € [0, 1].
Si a €]0,1[, si x € [0,0] et si f,g € C[0, ], alors

[E(f)(z) = F(g)(2)| =

(=)= gte— )



devoir 2. 3

X _2 B _2 X B
S/O |f(t =) —g(t t)\dtﬁ/o <?01}5|f gl>dt

=z (sup|f—gl| <a{suw|f—gl],
[0,a] [0,a]
et donc F' est une contraction sur [0, a.

. g est solution de (FE) si et seulement si F'(g) = g. En effet, si g est solution de (F),
alors

Flo)(x) =1+ / Tt — )t =1+ / " (t)dt = 1+ g(x) — 9(0) = g(x).

Réciproquement, si F'(g) = g alors g(0) = 1 et ¢'(t) = g(t — t?).

D’apres le théoreme du point fixe appliqué a 'espace complet C|0, ], F' admet un
seul point fixe donc (F) admet une unique solution g sur [0,«]. En particulier,
comme c’est vrai pour tout « €]0, 1[, g existe et est unique sur [0, 1] et est continue.
Montrons par récurrence sur n € N que g est de classe C". Supposons que ce soit
vrai au rang n, c’est-a-dire que g soit de classe C". On en déduit que t — g(t — t?)
est O™ car t — t — t? est C™, donc que = foxg(t — t?)dt est C"! et donc que g
est C"™1. On a donc bien prouvé que g est C™ sur [0, 1].

. Soit f € C[0,1]. En intégrant par parties, on a

(FoF)(f)(;c):1+/Ox <1+/O/ f(u_u2)du> dt

:1—|—a:+/0$ (/Ot_tzf(u—zf)du) dt

:1+x—[(aj—t)/0 f(u—u)du]o
+/$(a: — 1)t — ) f((t—13) — (t —t*)H)dt
0
:1-|-33+/ (z —t)(1 —2t) f(t — 2> + 2t — tY)at.
0

Si f et g sont deux fonctions continues sur [0,1] et si x € [0, 1], alors

[(F o F)(f = g)(2)| =

/(x —t)(1 = 2t)(f — g)(t — 2t> + 2> — t4)dt‘
0
< ||f—gr|oo/0 [z — £)(1 — 21)|dt.

Si x € [0,1/2] alors

1 1
24 127

2 2P
2 3

ool

/x|(33—t)(1—2t)|dt:/x(x—t)(l—Qt)dt: <
0 0



devoir 2
Siz € [1/2,1], alors

/x|( —t)(1—2t)|dt—/%( —t)(1—2t)dt-|—/x( @i = Ly Lo
o ) L 1271274 273

<

W =

Ceci prouve que F o F est 1/3—lipschitzienne.

. F o F admet donc un unique point fixe g. D’apres I'exercice 3.14, g est aussi point
fixe de F' donc solution de (E). Enfin, g est C* en faisant la méme preuve par
récurrence que pour la question 3.



