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Problème. On dit qu’un sous-ensemble non vide K d’un espace vectoriel réel ou complexe est convexe

si, pour chaque x, y ∈ K et chaque réel λ ∈ [0, 1], on a λx + (1 − λ)y ∈ K. Soient E un espace vectoriel
normé et K un sous-ensemble convexe de E.
1. Montrer que, pour chaque entier N ≥ 1, chaque famille finie (x1, . . . , xN ) d’éléments de K et chaque

famille (λ1, . . . , λN ) d’éléments de [0, 1] vérifiant λ1 + · · ·+ λN = 1, on a

λ1x1 + · · ·+ λNxN ∈ K.

On désigne par f une application linéaire continue de E dans lui-même qui laisse K invariant (c’est-
à-dire que f(K) ⊂ K). On note f 0 = IdE l’identité de E et on définit par récurrence, pour chaque
entier n ≥ 1, fn = fn−1 ◦ f . On note aussi, pour chaque entier n ≥ 1,

Φn =
1

n

[

IdE + f + · · ·+ fn−1
]

.

2. Montrer que, pour deux entiers m,n ≥ 1,
a. Φn ◦ Φm = Φm ◦ Φn.
b. Φn(Φm(K)) ⊂ Φn(K) ∩ Φm(K).

3. Déduire de la question précédente que, si (n1, . . . , nN ) est une famille d’entiers ≥ 1,

Φn1
(K) ∩ Φn2

(K) ∩ . . . ∩ ΦnN
(K) 6= ∅.

On suppose dorénavant que K est convexe et compact.

4. Montrer que
⋂

n

Φn(K) 6= ∅.

5. Justifier l’existence d’un réel M ≥ 0 tel que, pour chaque x ∈ K, on a ‖x‖ ≤ M .

6. Soient n ≥ 1 et x ∈ Φn(K). Montrer que ‖x− f(x)‖ ≤
2M

n
.

7. Montrer que
⋂

n

Φn(K) = {x ∈ K; f(x) = x}.

8. Enoncer sous forme de théorème le résultat obtenu.

Exercice 2. Soient (E, d) et (F, d′) deux espaces métriques, ∅ 6= A ⊆ E, A et x0 ∈ A et soient

B(A,F ) = {f : A → E | f est bornée } et BCx0(A,F ) = {f ∈ B(A,F ) | la limite lim
x→x0

f(x) existe }.

1. Montrer que BCx0(A,F ) est un fermé de B(A,F ).
2. Soit L l’application

L : BCx0(A,F ) −→ F définie par L(f) = lim
x→x0

f(x) .

Montrer que L est k-lipschitzienne, avec k à déterminer.

Exercice 3. On considère l’espace vectoriel normé (C[0, 1], || ||∞) et l’application

φ : C[0, 1] −→ C[0, 1] définie par φ(f)(x) = 1
5

∫ x

0

(f(t))3dt .

1. Montrer que φ est bien définie et que φ est continue.
2. Montrer que si B est la boule unité fermée de C[0, 1] alors φ(B) ⊆ B.
3. Montrer qu’il existe un unique f0 ∈ B telle que φ(f0) = f0.
4. Déterminer l’équation différentielle dont f0 est solution. La résoudre

Exercice 4. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé.
Soient ∅ 6= A,B ⊆ E et notons A+B = {x ∈ E | ∃ a ∈ A, ∃ b ∈ B : x = a+ b }. Montrer que :

1. A,B compacts ⇒ A+B compact.
2. A compact et B fermé ⇒ A+B fermé.
3. Montrer que A et B fermés n’implique pas A+B fermé.


