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DEVOIR 2
a envoyer au plus tard le 16 mai, le cachet de la poste faisant foi a ’adresse suivante :
Stéphane Rigat, CMI, 39 rue F. Joliot-Curie, 13453 MARSEILLE CEDEX 13.

Probléme. On dit qu’un sous-ensemble non vide K d’un espace vectoriel réel ou compleze est convexe
st, pour chaque x,y € K et chaque réel X\ € [0,1], on a Ax + (1 — A)y € K. Soient E un espace vectoriel
normé et K un sous-ensemble convexe de E.

1. Montrer que, pour chaque entier N > 1, chaque famille finie (x1,...,2zy) d’éléments de K et chaque

famille (A1,..., Ay) d’éléments de [0, 1] vérifiant A\; +---+ Ay =1, 0n a

ANz + -+ Avaey € K.
On désigne par f une application linéaire continue de E dans lui-méme qui laisse K invariant (c’est-

a-dire que f(K) C K). On note f' = Idg I'identité de E et on définit par récurrence, pour chaque
entier n > 1, f» = f"~' o f. On note aussi, pour chaque entier n > 1,

O, =—[Idg+f+---+ "]
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2. Montrer que, pour deux entiers m,n > 1,
a. ,09, =o,,09,.
b. ¢,(2,,(K)) C ®,(K)N®,,(K).
3. Déduire de la question précédente que, si (ny,...,ny) est une famille d’entiers > 1,

o, (K)N®,,(K)N...Nn®&,, (K) #0.

On suppose dorénavant que K est convexe et compact.
Montrer que m ,(K) #0.

L

Justifier I'existence d’un réel M > 0 tel que, pour chaque z € K, on a |z|| < M.
2M
Soient n > 1 et z € ®,(K). Montrer que ||z — f(z)|| < —.
n
Montrer que ﬂfbn(K) ={z e K; f(x)=ux}.
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Enoncer sous forme de théoreme le résultat obtenu.

Exercice 2. Soient (E,d) et (F,d’) deux espaces métriques, ) # A C E, A et x5 € A et soient
B(A,F)={f:A— E| f est bornée } et BC,,(A,F) ={f € B(A, F)| la limite lim f(z) existe }.
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1. Montrer que BC,, (A, F') est un fermé de B(A, F).
2. Soit L I'application
L: BC,(AF) — F définie par L(f) = lim f(z) .
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Montrer que L est k-lipschitzienne, avec k a déterminer.

Exercice 3. On consideére l'espace vectoriel normé (C[0,1], || ||) et Papplication

¢: C[0,1] — C[0,1] définie par o(f)(z) = %/(]Z(f(t))?’dt )

Montrer que ¢ est bien définie et que ¢ est continue.

Montrer que si B est la boule unité fermée de C|0, 1] alors ¢(B) C B.
Montrer qu'’il existe un unique fy € B telle que ¢(fo) = fo.
Déterminer ’équation différentielle dont f est solution. La résoudre
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Exercice 4. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé.
Soient ) # A,BC E et notons A+ B={x € FE |Jac A Ibe B : z=a+b}. Montrer que :
1. A,B compacts = A+ B compact.
2. A compact et B fermé = A+ B fermé.
3. Montrer que A et B fermés n’implique pas A+ B fermé.



