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Exercice 1. Soit n > 1 un entier, N une norme sur R" et d la distance associée a la norme
N. Soit A une partie de R". On rappelle que x( est un point d’accumulation de A si et
seulement si g € A\ {z¢}. On suppose que A admet un seul point d’accumulation zy. On
se propose de démontrer que A est dénombrable.

1. Montrez que A est infinie.

2. Pour k € N*, montrez que ’ensemble

1
Fp={z e R"| z <d(xz,x9) <k}

est compact.
3. En déduire que A N F}, est fini.
4. Montrez que

A\ {zo} = [ (BN A).

keN*

En déduire que A est dénombrable.

Exercice 2. On considéere E = ¢? le C—espace vectoriel des suites & valeurs complexes
u = (up)nen telles que

“+00
Z |un|2 < +00.
n=0

Pour u = (u,)nen € £2, on note

1

+00 2
ullz = [I(un)nlle = (Z ’un‘2> .

n=0

Soit @ = (ap)nen une suite de nombres réels positifs. On se propose de montrer que
I’ensemble
A = {U, = (un)nEN < EQ | VTL < N, |U,n| S a,n}

est compact si et seulement si a € ¢2.
1. Soit a = (ay)nen une suite quelconque de réels positifs. Montrez que I’ensemble

A = {U = (un)nEN c £2 | VTL c N, |U,n| S a,n}

est fermé dans F.
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2. Montrez que, si ’ensemble A est borné, alors a € 2. En déduire que si A est compact,
alors a € 2.

3. On suppose dans cette question que a € £2, et on se propose de montrer que ’ensemble
A défini ci-dessus est compact. Soit donc (u”),en une suite d’éléments de A, c’est-a-dire
que, pour tout p € N, u? est la suite (u?),en dont les termes vérifient

Vn € N, [ul| < ap,.

3.1. Montrez qu’il existe une fonction strictement croissante ¢y : N — N telle que la
suite (uf"™), soit convergente vers un z € C.

3.2. Montrez qu’il existe une fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que la
suite (ufoow(p ))p soit convergente vers un x; € C.

3.3. Soit P € N. Supposons construites des fonctions strictement croissantes ¢g, @1,
..., op de N dans N telles que, pour tout k € {0,..., P}, la suite (uf”o"'ow(m)p

soit convergente vers un x; € C. Montrez qu’il existe une fonction strictement

croissante ppi1 : N — N telle que la suite (u?‘fi'ow eernp ))p soit convergente vers

un zpy; € C. En déduire qu’il existe une suite de fonctions (¢,), strictement

croissantes de N dans N et une suite de nombres complexes (x,), telles que, pour

tout k € N, la suite (ufoowo"'OW(p))p soit convergente vers z;, € C.

3.4. Posons ¢(p) = pgo---0p,(p). Montrez que la fonction ¢ : N — N ainsi construite
est strictement croissante et que, pour tout n € N, la suite (uf(p ))
vers I,.

3.5. Montrez que la suite = = (x,), est dans A et que la suite (u?®) )peN converge vers
x dans /2. Conclure.

4. Que vaut I'intérieur de A 7

p est convergente

Exercice 3. On se propose de montrer qu’il existe une unique fonction g de classe C'*° sur
[—1, 1] solution de I’équation

{g'(t) —gt— ) Vte[-11] -
9(0) =1
Pour a €]0, 1], on note C[—a, ] 'espace vectoriel des fonctions continues sur [—a, o] qu’on
munit de la norme || - |-

1. Enoncez et démontrez le théoreme du point fixe de Banach.

On définit
F: C[-1,1] — C[-1,1]

Foooe F(f)(x):1+/0xf(t—t2)dt.

2. Montrez que F est bien définie. Montrez que, pour tout « €]0, 1[, F' est une contraction
sur Cl—a, a].

3. En déduire que, pour tout « €]0, 1], il existe une unique g € C[—a, a| solution de (E).
Montrez que g est C* sur | — 1, 1].

4. Montrez que (F o F)(f) est I'application qui a = € [—1, 1] associe

1+$+/x (z —t)(1 —2t) f(t — 2% + 2% — t1)dt

=0
(on pourra intégrer par parties). En déduire que f — (FoF)(f) est 5/6—lipschitzienne
de (C[-1,1],|| - [|oc) dans lui-méme.

5. Montrez qu’il existe une unique fonction g continue sur [—1, 1] solution de I’équation
(E) et que g est C*°.



