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Questions de cours.

1. Enoncez et démontrez I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R".

2. Soit (E,d) un espace métrique. Montrez qu’une boule ouverte est un ouvert

3. Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques et f : E — E’ une application.
Montrez que f est continue en a € E si et seulement si pour toute suite (x,) de E
qui converge vers a, la suite (f(z,)) converge vers f(a).

4. Montrez qu’une fonction linéaire entre deux espaces normés E et E’ est continue
si et seulement si elle est bornée dans la boule unité fermée de F.

5. Montrez que si E est un espace métrique et F' une partie complete de E, alors F'
est fermé. Montrez que si F est complet et si F' est fermée dans F, alors F' est
complete.

Probléme. Dans tout ce qui suit, on considere (K, d) un espace métrique compact.
On note
e F(K) l’ensemble des fonctions de K dans K
e C(K) I’ensemble des fonctions continues de K dans K.
e H(K) I’ensemble des homémorphismes de K dans K.
1. a. Pour u= (z,y),v = (2/,y) dans K x K, on note

Dy (u,v) = max(d(z, z),d(y,v")).

On rappelle que D, est une distance sur K x K. Montrez que (K x K, D)
est compact.
b. Montrez qu’il existe un réel M tel que, pour tous x,y dans K, on ait
d(z,y) < M.
2. Pour f,g € F(K), on pose

o(f,g) =supd(f(x),g(x)).

reK

a. Montrez que J est bien définie et que § est une distance sur K x K.
Montrez que, si f,g € F(K) et h € H(K), on a

6(f,9) =06(foh,goh)

b. Montrez que (F(K),d) est complet.
3. Montrez que C(K) est une partie fermée de (F(K),0).
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4. On munit C(K) x C(K) de la distance A, définie par

Y(f,9) € C(K) xC(K), Y(f',g') € C(K)xC(K),
A((f,9), (f9") = max(d(f, f'),6(g,9))-

Montrez que I’application
(f,9) € C(K) x C(K) — fogeC(K)

est continue.
5. Pour f,g € H(K), on pose p(f,g) =d(f,g) +(f ', g7").
a. Montrez que p est une distance sur H(K).
b. Montrez que pour f,g € H(K) et h, isométrie surjective de K dans K, on a

p(f,9) = p(foh,goh).
c. On munit H(K) x H(K) de la distance R définie par

V(f,9) € H(K) x H(K), V(f',¢") e H(K)x H(K),
Roo((f,9), (f', ) = max(p(f, f), p(9,9))-

Montrez que les applications
(f,9) € H(K) x H(K) — fog

et
fEH(K)— f1eHK)

sont continues.
d. Montrez que (H(K), p) est complet.
6. On suppose dans cette question que K = [0, 1].
a. Soit a €]0,1[. Est-ce qu’il existe un homéomorphisme h de [0, 1] dans lui-méme
tel que h(0) =a 7
b. Soient a,b €]0,1[. Montrez qu'’il existe un homéomorphisme h de [0, 1] dans
lui-méme tel que h(a) = b et h(b) = a.



