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SUITES.

1 Suites convergentes

1.1 Définition.

Définition. Soit (uy, ), une suite de nombres complexes et £ € C. On dit que la suite (un)n converge vers € et

on note lim w, =¥ ou encore u,, — £ si et seulement si
n—-4oo n—-4o0o

YVe>0, INeN, ¥n>N, |u,—/{ <e.

Proposition. La suite (u,), de nombres complexes converge vers £ € C si et seulement si
Ve >0, {neN, |u, — ¢ >c} est fini.

Preuve. En effet, si ¢ > 0 et si Uensemble {n € N, |u, —£| > e} est fini, il existe un N € N tel que
{neN, |u, =¥ >e} C{0,1,...,N}. En particulier, pour tout n > N 4+ 1, on a |u, — ¢| <e. On a donc bien
prouvé que : Ve > 0, IN e N, Vn > N + 1, |u,, — ¢| < e, et donc que (uy,), converge vers £.

Réciproquement, si la suite (u,,) converge vers ¢ € C, alors pour tout £ > 0, il existe N € N* tel que, pour tout
n > N, on ait |u, — ¢| < e. Ceci prouve que {n € N, |u,, — €| > €} est inclus dans {0,1,..., N — 1}, et donc que
lensemble {n € N, |u,, — €] > €} est fini. O

Proposition. La suite (uy), de nombres complexes converge vers £ € C si et seulement si la suite (|uy, — £])p

converge vers 0.

Preuve. En effet, si (vy)n = (Jun — £])n, on a

(Ve>0, INeN, Vn>N, |u,—{ <e) — (Ve>0, INeN, ¥vn>N, 0<wv,<e).

1.2 Suites stationnaires.

Définition. Soit (u, ), une suite de nombres complexes. On dit que (uy, ), est stationnaire si et seulement si
dINeN, Vn>N, u,=upn.

Autrement dit, (uy,), est constante & partir d’un certain rang.



Proposition. Toute suite stationnaire est convergente.

Preuve. Immédiate. O

1.3 Cas des suites réelles.

Définition. Soit (uy,,), une suite de nombres réels. On dit que :

— (un) est magjorée si et seulement si

M e R, Vn € N, un < M.
— (uyp,) est minorée si et seulement si

Jm € R, Vn € N, Up > M.

— (un)n est bornée si et seulement si (u,) est majorée et minorée.

— (un) converge vers +0o et on note lim w, = +o00 ou encore u,, — +0o0 si et seulement si
n—4oo n—-4oo

VA eR, iN e N, Vn > N, Up > A.

— (uy,) converge vers —oo et on note lim w, = —o0 ou encore u,, —> —o0 si et seulement si
n—-+oo n—-+o0o

VA € R, dN €N, Vn > N, U, < A.

Proposition. Une suite qui converge vers +0oo0 n’est pas bornée.
Preuve. En effet, si la suite (u,) est bornée, il existe M € N tel que, pour tout n > M, on ait u, < M.

Or, comme (uy,), tend vers +o0, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on ait u, > M + 1. On a alors :
Yn>N, M+1<uwu, <M, cequiest absurde. O

Remarque. Par contre il existe des suites non bornées qui ne tendent pas vers +oo. La suite ((—1)"n), par

exemple, ou alors la suite qui vaut n si n est pair et 1 si n est impair.

1.4 TUnicité de la limite.

Théoréme. Soit (uy), une suite de nombres complezes. Si (uy), converge, sa limite est unique.

Preuve. En effet, supposons que la suite (u,), ait deux limites £ et ¢ avec £ # ¢'. Soit & un réel strictement

positif tel que e < [¢ — £/].

Les disques D({,¢) et D(¢',¢) de centres £ et ¢’ et de méme rayon e sont disjoints. En effet, si ce n’est pas le
cas et si z est dans ces deux disques, on a alors |z — ¢| < e et |z — ¢/| < e. L’inégalité triangulaire nous donne

alors [0 — 0| =|(l—2)+(z—-0)| <[ —z|+|z=V|<e+e=2<|l—{] cequiest impossible.

La suite (uy, ), convergeant vers £ il existe un rang Ny € N tel que, pour tout n > Ni, on ait u, € D({,¢).



La suite (uy,), convergeant vers ¢’ il existe un rang No € N tel que, pour tout n > Na, on ait u, € D(¢, ¢).

En particulier, pour tout n > max(Ny, Na), on a u,, € (D(¢,) N D({',¢)) = 0. Cest absurde. Ceci prouve bien

que nécessairement, £ = ¢, et donc que la limite est unique.

1.5 Suites bornées.

Définition. Soit (u,) une suite de nombres complexes. On dit que (u,,) est bornée si et seulement si

AM R, VneN, |u,] <M.

Théoreme. Soit (uy), une suite de nombres complexes. Si (uy,), converge, alors elle est bornée.

Preuve. En effet, si £ est la limite de la suite (uy)n, et si e > 0, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on

ait |u, — ¢| <e. On a alors, grace a la seconde inégalité triangulaire :
V2N, |up| =[] < flun| = [€]] < un — €] <&,
donc : Vn > N,  |uy| < ¢ +e.

En particulier, si M = max(|uo|, [u1], ..., |un—1], |¢|+¢€), alors : Vn € N, |u,| < M, et donc (uy,), est bornée. O

Remarque. la réciproque est fausse : par exemple, la suite ((—1)™),, qui vaut alternativement 1 et —1 est bornée

mais ne converge pas.

1.6 Suites extraites.

Définition. Soit (uy), et (v,) deux suites de complexes. On dit que (v,,) est une suite extraite de (up), siet

seulement si il existe ¢ : N — N une application strictement croissante telle que :

Vn € N, Up = Ugp(n)-

Théoréme. Soit (uy), une suite de nombres complezes et £ € C. Alors la suite (uy), converge vers £ si et

seulement si toutes les suites extraites de (un)n convergent vers .

Preuve. En effet, si toutes les suites extraites de (u,,) convergent vers £ et si ¢ : N — N est 'identité, c’est-a-dire

que, pour tout n € N, ¢(n) = n, alors (uy(n))n = (tn), converge vers £ donc (u,), converge vers .

Réciproquement, si (un)n converge vers £, montrons que toutes les suites extraites de (un)n convergent elles

aussi vers /£.



On montre par récurrence sur n € N que : ¥n € N, ¢(n) > n. En effet, c’est vrai pour n = 0. Si c’est vrai au

)
rang n, la stricte croissance de ¢ nous donne p(n+ 1) > ¢(n) +1 > n+ 1, donc c’est vrai au rang n + 1.

Soit donc € > 0. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, on ait |u,, — £| < e. En particulier, pour tout n > N,

comme @(n) >n > N, on a |ugym) — £| < g, et ceci prouve bien que :
Ve>0, INeN, Vn>N, J|ugm —£ <e¢,

et donc que (ug(n))n converge vers £.

Application. La suite ((—1)™),, n’est pas convergente.

En effet, si elle I'était, la suite extraite ((—1)%"),, = (1),, converge vers la méme limite ¢ que ((—1)"),,, donc
¢ = 1. De méme, la suite ((—1)?"*1),, = (=1),, qui est constante et égale & —1 converge vers £ = —1, donc
¢ =1= —1. C’est absurde.

2 Opérations sur les suites.

Théoréme. Soient (uy)n et (vn), deuz suites de complexes qui convergent vers £ et £ et soit A € C. Alors la

suite de terme général (u, + Avy), converge vers £+ \'.

Preuve.
En effet, si ¢’ > 0, il existe un rang N; tel que, pour tout n > Ny, |u, — ¢ < &’
11 existe un rang Ny tel que, pour tout n > No, |v, — ¥'| < &’
En particulier, pour tout n > max(Ny, N3), on a
[(n + Avp) — (C4+ M| = [(un =€) + Mg — )] < Jup — €+ Mo = | <"+ [N’ = (1 +|N])e.
On a bien prouvé que,
Ve > 0, N €N, Vn > N, [(tn, + Avy) — (L + M) < e.

En effet, il suffit, pour € > 0 donné, de prendre &’ tel que (1 + |\|)e’ < e pour avoir la conclusion désirée. O

Théoreme. Soient (uy)n et (vn)n deuz suites de complexes qui convergent vers £ et £'. Alors la suite de terme

général (u,vy, ), converge vers L0,

Preuve. On va prouver le lemme suivant :

Lemme. Soient (uy), et (vn)n deux suites de complexes telles que (u,) soit bornée et (vy,), tende vers 0. Alors

(unvn)n tend vers 0.

Preuve du lemme. En effet, si ¢’ > 0, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on ait |v,| < €’ et il existe

M > 0 tel que, pour tout n € N, |u,| < M.

En particulier, pour tout n > N, on a |u,v,| < |un||v,| < Me'.



Si maintenant, on prend € > 0 quelconque et si on prend £’ > 0 tel que Me’' < e, on voit que pour tout n > N
ol N a été construit comme précedemment, on a |u,v,| < e. Ceci prouve bien que (u,v,), converge vers 0 et

prouve le lemme.

Revenons a la preuve du théoreme. On écrit que, pour tout n € N|

Uy, — U = up (v, — ) +upl — 0 = uy (v, — ) + (u, — )L

La suite (u,) converge, donc elle est bornée. D’apres le lemme, la suite (u, (v, — £')),, converge vers 0.
Enfin, d’apres le théoréme précédent, la suite ((u, — £)¢'),, converge vers 0 x ¢ = 0.

On en déduit que la suite (u,v, — €¢'), converge vers 0, ce qui prouve le théoreme. O

Théoréme. Soit (uy,), une suite de complezes qui converge vers £ # 0. Alors

— Il existe N € N tel que, pour tout n > N, on ait : |up| > % > 0.

— La suite (i) converge vers %
Un />N

Preuve. En effet, sie = 4 > 0, il existe IV € N tel que, pour tout n > N, on ait : |u, — | < e.
’ 2

En particulier, pour tout n > N, on a
¢
6]~ el <111 = ] < 16 ] < 2 = 12,

donc |u,| > (| - & = 14

5. Le premier point est prouvé.

En ce qui concerne le second point, on écrit que, pour n > N, on a u, # 0. Donc, pour n > N, on a

1 1 {—u,

u, £ fuy,

1

Un

La suite (£ — u,) tend vers 0 et la suite (7 ),>n est bornée. On en déduit que la suite (= — §),>n converge

vers 0. O

Proposition. Soit (uy), une suite de nombres complexes non nuls telle que (Jun|)n converge vers +o0o. Alors

(i) converge vers 0.
Un n

Preuve. Soit € > 0. Il existe un rang N tel que, pour tout n > N, on ait |u,| > % On a alors :

Vn > N,

3 Cas des suites réelles.

Théoréme de passage a la limite. Soit (u,,), une suite réelle qui converge vers £ telle que, pour tout n > 0,
on ait u, > 0. Alors £ > 0.




Preuve. Supposons que 'on ait £ < 0. Posons ¢ = —%. Il existe un rang N tel que, pour tout n > N, on ait

l—e<u,<l+e= % < 0. Ceci contredit le fait que, pour tout n € N, on ait u,, > 0. O

Théoréme de convergence des suites croissantes majorées. Soit (u,) une suite de réels, croissante et

magorée. Alors la suite (up) converge.

Preuve. Posont A = {u,, n € N}. A est non vide, et comme (u,), est majorée, I’ensemble A est majoré. A

possede donc une borne supérieure s.

Montrons que (u, ), converge vers s.

Tout d’abord, s est majorant de A, donc : Vn € N, u,, < s.

Si maintenant € > 0, s — ¢ n’est plus majorant de A, donc il existe N € N tel que uy > s — ¢.
La suite (u,) étant croissante, pour tout n > N, on a u, > uy > s — €.

On a bien prouvé que :
Ve > 0, dN €N, Vn > N, s—e<up<s.

Ceci prouve bien que (uy), converge vers s et acheve la preuve du théoréeme. O

Théoréme des suites adjacentes. Soient (u,) et (v,) deux suites de réels. On suppose que :
-VneN, u, <wv,

— (un)n est croissante et (v, ), est décroissante

- limy, 400 (U, — uy) = 0.

Alors (un)n et (vy) convergent et ont méme limite.

Preuve. En effet, pour tout n € N, u,, < v, < wvg. La suite (uy,), est donc croissante majorée donc convergente

vers ¢ € R.

De méme, pour tout n € N, ug < u,, < v,,. La suite (vy,),, est donc décroissante minorée donc convergente vers
0 eR.

La suite (v, — u,) converge vers 0 donc £ — ¢’ = 0, ce qui entraine que ¢ = ¢'. O



