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Soient a et b deux réels strictement positifs; pour tout entier naturel non nul n, P, désigne

le polynome défini par
X"(a —bX)"
n! '

Pn(X> -

On notera aussi P, : € R — P,(z) la fonction polynomiale associée.

1 Etude des polynomes P,

Soit n un entier naturel non nul.
1. a) Quel est le degré de P, ?
b) Exprimer P, sous forme de somme de termes de degrés croissants : P,(X) = >, ax X"
¢) Que peut-on dire du polynome dérivé k-ieme P% de P, pour tout entier k > 2n+17
2. a) Préciser les racines de P, et donner la multiplicité de chacune d’elles.
b) Donner la valeur de pP (0) et P,gk)(a/b) pour tout entier k € {0,...,n —1}.
3. Soit k un entier compris au sens large entre n et 2n.

a) Montrer que

1 « k n! n!
P(k) X) = — —b kprnfp —bX n—k+p
)= (p)(n—p)!(n—k+p)!( ) (@ )

p=k—n

b) En déduire les valeurs de p¥ (0) et Pék)(a /b) en fonction de a, b, n et k.

¢) Vérifier que si a et b sont des entiers, il en est de méme de P{”(0) et P (a/b).

2 Etude de la fonction polynomiale P,

1. Soit n un entier naturel non nul.

a) Etudier la fonction P, sur le segment [0, a/b]. Dresser son tableau de variations.



b) En déduire que P, est positive et bornée sur le segment [0, a/b] puis déterminer sa
borne supérieure notée (3, :

Bn = sup Pn(x)

0<z<a/b

2. Soit « un réel strictement positif. On considere la suite (uy),>1 définie par :

a) Montrer que la suite (u,41/uy,),>1 converge vers 0.
b) En déduire que la suite (u,),>1 converge vers 0.
¢) Que peut-on alors dire de la suite (8,,)n>1 7

3. Soit (x,)n>1 une suite d’entiers qui converge vers 0. Montrer que ses termes sont nuls a
partir d'un certain rang.

3 De l’irrationalité de =

On se propose de montrer par ’absurde l'irrationalité de 7 ; on suppose donc qu’il existe deux
entiers naturels non nuls, notés ¢ et d, tels que m = ¢/d
Pour tout entier naturel non nul n, on pose

x"(c —dz)"

Qn(SE’) = T3 > In = /OVTr Qn<x) sinx dx .

n!

1. Montrer que, pour tout n € N*,

T [\
<l < —|—
O0slns n! (4d> ’
puis en déduire la limite de (I;)g>1-

2. Montrer soigneusement que, pour tout n € N*, [, # 0.

3. En utilisant des intégrations par partie, montrer que pour tout n € N*,
2n c c T s
h= 30 [@ (§) cos (G+ 45 +7) = Q00 con (k5 + )
; Q. 5 ) cos d+ 2+7T @, (0) cos 2+7r

4. Justifier alors que, pour tout n € N*, I, est un entier.

5. Conclure au sujet de I'hypothese
c
™ = 8 € Q .



Corrigé

Etude des polynomes P,

. a) d°(P,) = 2n.

b) Ecrivons

k
k=0
donc .
P (X) _ (_1)k bkanfk Xk+n
" K (n— k)]
k=0

¢) la dérivée k-ieme d'un polyndome de degré inférieur a k est nulle. Donc le polynéme
dérivé k-ieme Pék) de P, est nul k£ > 2n + 1.

. a) Les racines de P, sont 0 et a/b, ce sont des racines de multiplicité n.

b) PT(Lk)(O) = P,gk)(a/b) = 0 pour tout entier k£ € {0,...,n — 1}, car 0 et a/b sont des
racines de multiplicité n, ce sont donc des racines de toutes les dérivées de P, jusqu’a
I'ordre n — 1.

. Soit n < k< 2n.

a) D’apres la formule de Leibnitz,

k

p(k)(X) — i (k> (X”)(p) ((a — bX)n)(k‘—p) _

p=0 p

Par ailleurs, on a (X") =nX" ! (X™) =n(n —1)X"2, et plus généralement

(X)) — nn—1)n-2)...(n—p+ 1)Xn—p:(nﬁ_‘p)!Xn—p sip<n
0 sip>n
De méme,
' .
_ ——(=b)P(a — bX)"P sik—p<n
— p X)) kp) — (n—k+p)!(
(e ") { 0 sik—p>n

Tous les termes de la somme correspondant a des valeurs de p supérieures a n ou
inférieures a k — n sont nuls. Par conséquent on a bien

PW(x) = Xn: (k) ! W (phrXnr(a - bX )R

Cal 4= \p) (n=p)l(n—k+p)!

b) Dans le calcul de quk)(O), seul le terme p = n est non-nul. On a donc

P(0) = (k> (an—_!k)!(—b)k‘”a%"“

n



De méme, dans le calcul de Pék)(a /b), seul le terme p = k—n est non nul, et on obtient
donc

P9(afb) = H)"(k k )@nn_jwa%_kbk_n

—n

c) Si a et b sont entiers, cette expression fait intervenir
— des puissances entieres de a et b, qui sont donc des nombres entiers,

— un coefficient binomial, qui est entier
— le facteur n!/(2n — k)!, qui est un entier puisque k£ > n donc 2n — k < n.

Donc si a et b sont des entiers, il en est de méme de PT(Lk)(O) et PV (a/b).

2 Etude de la fonction polynomiale P,

1. Soit n un entier naturel non nul.
a) Considérons la fonction P, sur le segment [0, a/b]. Pour dresser son tableau de varia-

tions, calculons
1

(n—1)!

Donc P/ (z) s’annule en x = a/2b. De plus,
a 1 [(a®\"
(54 () -
2b n! <4b) b

t |0 a/2b a/b
Px) [0 + 0 =0

Bn
0 0

TABLE 1 — Tableau de variations de la fonction polynome P,.

2" a —bx)" [a — 2bx] .

F(z) =

La fonction P, est continue, bornée, et atteint son maximum en z = a/2b.
b) La fonction P, est positive, bornée sur le segment [0,a/b]. Elle atteint sa borne
supérieure (3, (voir ci-dessus) en a/2b.
2. Soit « un réel strictement positif. On considere la suite (uy),>1 définie par :

an
Up = — n> 1.
n!

a) On voit facilement que
Un+1 [0

w :n+1—>0 quand n — oo .

b) On peut voir que u, = au,_1/n = aug/n!. Il existe ny tel que pour tout n > no,
U /Up—1 < 1/2. Donc

Up Up—1 ung—i—l

Uy = Upy < 277200, — 0 quand n — 00 .

Up—1 Up—2 Unpy



c) On voit que 3, = u,, avec a = a?/4b, donc 3, — 0 quand n — co.

3. Soit (x,,)n>1 une suite d’entiers qui converge vers 0. Alors il existe N tel que |z,| < 1/4
pour tout n > N. Dans ces conditions, pour tous m,n > N, on a |z, — x,| < 1/2 et
comme il s’agit d'une suite d’entiers, x,, = x,, sont donc nuls.

3 De l'irrationalité de 7

On se propose de montrer par ’absurde 'irrationalité de 7 ; on suppose donc qu’il existe deux
entiers naturels non nuls, notés c et d, tels que m = ¢/d
Pour tout entier naturel non nul n, on pose

Qn(x) = (e - du)" , I, = /7r Qn(x)sinzdr .
0

n!
1. D’apres ce qui précede,
2

I < / Qu(@)||sin(a)] dz < = (@)

k—o0

On en déduit que

2. La fonction x — @, () sin z est continue positive sur [0, 77| et non nulle donc son intégrale
est aussi non nulle.

3. Calculons maintenant

I, = —/07T Qn(x) cos'(x)dz
— Q) eos(o)f + [ Qi) costois
= [Qn(z)cos(xz + m)]§ + [Q.,(z) cos(x + 3m/2)|F — /07r Q" (x) sin(z)dx

Plus généralement, on a

| @asin (x4 87 de = [0 eos (x4 7+ )] T+ [ QU (@)sin (w4 (6 1) dr

0

on en déduit que

I, = ki:; [Q(k)(:p) oS <I + 7+ k%)]: + /O7r Q@D () sin (x + (2n+ 2)%) dx
2n s

= Z [Q(k)(:p) Ccos <x +7+ k%)]o

k=n
&

= [Qg“) (2) cos (d + k:g + 7r> —Q™(0) cos (kg + 7T>i|

4. On en déduit que comme pour tout n € N*, Q&k)(()) = Q%k)(c/d) est entier pour tout
n < k < 2n, I, est un entier pour tout n € N*, et est non nul d’apres la question 2.

5. D’apres les questions précédentes, I, — 0 quand n — oo, et comme il s’agit d'une suite
d’entiers I, = 0 a partir d’un certain rang N. Ceci est en contradiction avec la question
2. On en déduit que 7 ne peut pas étre rationnel.



