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Documents, calculatrice et téléphone non autorisés. Préter la plus grande attention a la rédaction, notamment
en explicitant (succintement) les propriétés et méthodes utilisées.

Exercice 1 (Questions de cours)

1. Enoncer le plus précisément possible le théoréme de Bézout (donnant l'existence des polynémes de Bézout).
2. Donner la formule du binéme de Newton.
3. Donner la formule de Moivre.

Exercice 2 (Plan complexe)

1. On considere les points A et B d’affixes respectives ¢ et 1. Soit M un point du plan d’affixe z distinct de
A. On pose

Zzl—z

11—z
a) Déterminer I'ensemble E des points M tels que Z soit réel, et donner la nature géométrique de E.
b) Déterminer 'ensemble F' des points M tels que Z soit imaginaire pur, et en donner la nature géométrique.
2. Soit la transformation du plan définie dans le plan complexe par z € C — Z = 22 + 2z — 3 .

a) Soit E l'ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tels que Z soit réel. Montrer que Z — Z =
(z —Z)(2+Z + 2). En déduire que F est I'union de deux droites (D1) et (Ds) qu’on déterminera.

b) Déterminer I'image de F par la similitude directe de centre O(0,0), de rapport v/2 et d’angle /4.
Exercice 3 (PGCD et Bézout)
Soient A, B € C[X] définis par

AX)=X"-X?-4X’-X+2, BX)=X*+2X+1.
1. Calculer le PGCD unitaire P de A et B.

2. Calculer les polynémes a et b tels que A = aP et B = bP. En déduire un PPCM de A et B.

3. Calculer les polynémes de Bézout U et V de A et B. En déduire toutes les solutions C, D € C[X] de
I’équation

AC+BD=P.

Exercice 4 (Résolution d’équations sur C)

1. Résoudre dans C I’équation
22— (1+i)z+5i=0.
2. Calculer les racines cinquiemes de z = —1 4 iv/3

3. a) Montrer que
cos(46) = 8cos*(6) — 8cos?(0) + 1 .

b) Utiliser cette égalité pour résoudre dans R ’équation
8cost(f) —8cos?(f)+1=0.

c¢) Résoudre dans R I’équation
8X*'-8X*+1=0,

et en déduire la valeur de cos(m/8).



Corrigé

Correction de ’exercice 1 (Questions de cours)

1. Théoréme de Bézout : soit K un corps commutatif, soient A, B € K[X] deux polynémes et P un PGCD
de A et B. Alors il existe U,V € K[X] tels que d°(U) < d°(B) et d°(V) < d°(A) et

AU+ BV =P.
2. Formule du binéme : Soient z,y € C et N € N. Alors
N
N
N __ n, N—n
@ =3 (N )ar
n=0
3. Formule de Moivre : pour tout z € R, on a

(cosx +isinz)"” = cos(nz) + isin(nz) .

Correction de l’exercice 2 (Plan complexe)

1. On considere les points A et B d’affixes respectives i et 1. Soit M un point du plan d’affixe 2z distinct de
A. On pose
-z (1-2)(—i—2) 2|2 +iz—Z2—i 2|2 +iz—2Z2—1i

Z

i—z (i—2)(—i—2) |[2P+ilz—2)+1 |22—20m(z)+1
En posant z =x + iy on a
P4+ +ir—y—a+iy—i (2®+y*—r—y)+tilz+y—1)

Z = =
22 4y -2+ 1 2 +y? -2y +1

a) Z est réel si et seulement si le numérateur de expression ci-dessus lest, soit
z+y—1=0.

L’ensemble F recherché est donc la droite admettant 1’équation ci-dessus comme équation cartésienne.

b) Z est imaginaire pur si et seulement si
P4yt —r—y=0,

ce qui est I’équation cartésienne du cercle de centre Q(1/2,1/2) et de rayon /2/2.
2. Soit Z = 2% + 2z — 3.
a) Ecrivons

Z-Z=22-7420:-2)=0r-2)(2+2+2).

z
Soit E ’ensemble des points M (z,y) du plan complexe d’affixe z = x +1y tels que Z soit réel. M € E si
et seulement si z—Zz = 0 ou z+z = —2. Ceci correspond a 'union des droites d’équations cartésiennes
respectives

(Dl)IyZO, (Dg)l’:*l

b) La similitude en question est donnée par

2= 2 =V2e"4y

Les points de (D7) ont pour affixe z =z, ot 2’ =2/ +iy =z 21—% = z(1+1), ot 'image de (D1)

est la droite d’équation y’ = z’. ,
Les points de (D2) ont pour affixe z =1+ iy, dot 2/ =2’ + iy’ = (1 + zy)\/il—\}g =(1+4y)(14+14) =
(1 —y)+i(1+y), limage de (D3) est donc une droite d’équation cartésienne 2’ + ¢y’ = 2.



Correction de I’exercice 3 (PGCD et Bézout)
Soient A, B € C[X] définis par

AX)=X*-X?-4X?-X+2, BX)=X?+2X+1
1. Calculons le PGCD unitaire P de A et B : la division euclidienne donne
A=QoB+Ry, QX)=X?-3X+1, R(X)=1.
donc A et B sont premiers entre eux, le PGCD unitaire de A et B est
PX)=1.
2. On a a =a et B=10. On peut en déduire un PPCM p de A et B, grace a la formule
p=AB/P=abP=aB, p(X)=X%+X5_5X% 10X -4X?+3X +2.

3. Calculons les polynomes de Bézout U et V de A et B. D’aprées ce qui précede, on a

Rl :AfQOBa
on peut donc écrire
P =AUy + BV, ,
avec
Up(X) =1,  Vo(X)=-Qo(X)=-X>+3X -1

Soient U, V,U’, V' tels que AU + BV = P et AU’ + BV’ = P. Alorsona A(U-U")+B(V -V’') =P,
et A et A sont premiers entre eux. On a donc A(U —U’) = —B(V —V’), d’ott U — U’ est multiple de B :
U-U"=BQ,douV —V"=—AQ. Les solutions sont donc de la forme

U=Uy+BQ, V=V-4Q, QeK[X].

Correction de ’exercice 4 (Résolution d’équations sur C)
1. Dans C on considere ’équation
22— (1+i)z+5i=0.
Le discriminant vaut _
A= (1+41i)%—20i = —18i = 18¢3/2
une racine carrée en est .
6 =3V2e3/* = 3(—1+41) .
les solutions sont donc

2 = (1+Z)+23(_1“) 142, m= (HZ)_;(_HZ) —2-i.

2. On a )
z=—1+1iV3=2e"/3
Soit ¢ = |¢]e tel que €5 = z. On a alors
2 2
¢| = 21/5 0="2" |mod =~
15 5
les racines sont donc

91/5 ,2im/15 91/5  8im/15 91/5 ,14im /15 91/5,20im /15 91/5 ,26im /15
) ) ) )

3. a) La formule de Moivre donne

cos(40) = e (cosf + isinh)’

= Re (i (i) cos® 0(7)"* sin™* 9)

k=0
= cos* 0 — 6cos? Osin? 0 + sin* 0
= cos’f — 6cos*(1 — cos®0) + (1 — cos? 6)*
= 8cos*0 —8cos?h+1



b) De la on déduit que
8cos*(f) —8cos*(f) +1=0

si et seulement si cos(40) = 0, soit 460 est multiple impair de +7/2, soit encore

0= :I:% [mod g] .

Les solutions sont donc

¢) L’équation
8X4-8X2+1=0,

est une équation bicarrée. Soit £ = X2, on doit résoudre 822 — 8z + 1 = 0. Le discriminant vaut
A = 64 — 32 = 32, une racine carrée en est § = 4+/2. Les solutions sont

8442 2442 _8-4v2 2-42
1. 4 B B '

1 T2

Les solutions de I’équation bicarrée sont

2 2 2—+v/2
:I:%[, ii\[_

cos(m/8) est la plus grande de ces quatre valeurs :

cos(m/8) =



