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Géométrie, exercices

1 Vecteurs de R? et R?

Exercice 1.1 (Familles orthonormées)

Préciser si les familles formées des vecteurs ci-dessous sont orthonormées, c’est a dire que les vecteurs sont de
norme 1, et qu’ils sont deux a deux orthogonaux.

1. Dans R2?, F = {i, 7} avec @ = (v/2/2,V/2/2) et v = (v/2/2,—V/2/2).
2. Dans R3, F = {u, v, W} avec @ = (v/2/2,v/2/2,0), 7 = (—v/3/3,v/3/3,V/3/3) et 6 = (—v/6/6,16/6, —/6/3).

Exercice 1.2 (Vecteurs colinéaires de R? et R?)

1. On considere les vecteurs @, ¥ € R? suivants :
(@) w=(1,m), v=(m1). (b) ﬁ:(m,mz) ;U= (m,1)

Déterminer les valeurs de m pour lesquelles 4 et ¥ sont colinéaires.
2. Soient les points A(1,—1,1), B(—1,1,-1), C(1,—1,—1) et D(1/3,—1/3,—5/3). Démontrer que les droites
(AB) et (CD) sont paralléles.

Exercice 1.3
Soient A, B, C et D quatre points de 'espace.

1. Montrerqueﬁ-@+ﬁ~ﬁ+ﬁ-3?:6.

2. En déduire que si, dans un tétraedre, deux paires d’arétes opposées sont formées d’arétes orthogonales,
alors il en est de méme pour la troisieme paire.

3. En déduire aussi qu'un quadrilatere plan dont les c6tés opposés sont perpendiculaires a des diagonales
perpendiculaires.

4. Dessiner un tel quadrilatere.

Exercice 1.4

Soient A(4,0), B(2,3) et C(6, 3) trois points du plan. Vérifier que OAC B est un parallélogramme, puis calculer
son aire.

Exercice 1.5
Soient ¥ et ¢ deux vecteurs. Montrer que

Lo L L " . Lo L
a0 =2 (la+ ol —lla—a*) . a@l®+ o = 5 (1@ +o° + @ - a°) -

Exercice 1.6
Calculer les produits vectoriels suivants des vecteurs u et ¥.
1. @ =wu(1,2,3) et ¥=(2,0,4).
2. G=(—1,4,2) et 7= (1,1,1).
3. ©«=1(0,2,0) et 7= (3,0,1).

Exercice 1.7
On considere les vecteurs de R? : @ = (1,—1,0), ¥ = (0,1,—1) et W = (—1,0, —1).




—

1. Calculer les composantes des vecteurs : 4 A (0A W) et (€A U) AW .

2. Que peut-on en déduire ?

Exercice 1.8
A, B, C et D étant 4 points quelconques de I’espace, montrer que

AB A AC + AC N AD + AD A AB = BC A BD.

Indication : On pourra montrer que zﬁ A ﬁ + /@ A E = ﬁ A ﬁ

Exercice 1.9
Montrer que si (i, ¥, @) est un repére orthonormé de l'espace alors (@ A ¥, 0 A W, w0 A @) Pest aussi.

Exercice 1.10
Soient 3 vecteurs quelconques u, ¥ et @ de I'espace.

1. Montrer que 4 A (VA W) = — (i - V)W + (4 - W)7.
2. Montrer 1'Identité de Jacobi: @ A (GAT) 4+ T A (6 A @) + @ A (@ A T) = 0. Indication : Utiliser la question
précédente.

Exercice 1.11
On considere le parallélogramme défini par les vecteurs @ = (1,3) et ¥ = (2, —1). Le dessiner et déterminer
son aire.

Exercice 1.12
Dessiner le parallélépipede engendré dans P'espace R? par les trois vecteurs 77 = (2,0,2), vp = (1,2,3) et
U3 = (1,4, —1) et passant par lorigine. Calculer le volume de ce parallélépipede.

2 Géométrie affine

Exercice 2.1
Soit (D) une droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0, et Mo (o, o) un point de R? .

1. Montrer que ¥ = (—b, a) est un vecteur directeur de (D).

2. Donner une équation cartésienne de la droite (D’) passant par My et orthogonale & (D).
3. Donner le point d’intersection entre (D) et (D).
4

. Montrer que
_axo + byo + ¢

Exercice 2.2

1. On considere les deux droites d’équations cartésiennes respectives 2z + 3y = 4 et 4o — my = 8, ou m
est un parametre. Déterminer la valeur de m pour laquelle ces deux droites sont paralleles. Que peut on
observer 7

2. Méme question pour les droites d’équations cartésiennes 2z + 3y = 4 et 4o — my = 7.

Exercice 2.3

1. Donner une équation cartésienne de la droite (D) d’équation paramétrique

z = z(t) = at+bh
y = yt) = aat+by

2. Soit (D) une droite d’équation cartésienne ax 4+ by + ¢ = 0. Donner une équation paramétrique de (D)
(discuter les cas, selon que (D) est verticale, horizontale ou oblique).

Exercice 2.4

1. On considere la droite du plan définie par le vecteur directeur d = (1, 3) et passant par l'origine. Déterminer
un vecteur normal, et une équation cartésienne pour cette droite. En donner aussi une représentation
paramétrique.



2. On considere la droite du plan définie par le vecteur normal 7 = (1,3) et le point A(1,2). Déterminer
un vecteur directeur, et une équation cartésienne pour cette droite. En donner aussi une représentation
paramétrique.

3. Soit (D) la droite définie par ’équation cartésienne 42 —y = 1. Donner un vecteur directeur et un vecteur
normal pour (D). En donner aussi une représentation paramétrique.

4. Soient (D1) et (D2) les droites d’équations cartésiennes respectives 2z —y =2 et z + my =0, ou m € R
est un parametre. Pour quelles valeurs de m a-t-on (D7) N (D2) =07

Exercice 2.5
Trouver une équation du plan (P) contenant les points A, B et C' dans les cas suivants

1. A(0,0,1) , B(1,0,0) et C(0,1,0).
2. A(1,1,1), B(2,0,1) et C(—1,2,4).

Exercice 2.6
Trouver une équation du plan (P) contenant le point A et de base {@, U} dans les cas suivants

1. A(1,2,1), @ = (4,0,3) et 7 = (1,3, —1).
2. A(1,0,2), @ = (2,-1,3) et 7= (—1,4,5).

Exercice 2.7
Trouver une équation du plan (P) contenant le point A et la droite (D) dans les cas suivants

1. A(0,0,0) et (D) = {(z,y,2) :x+y—2+3=0et 4o —y+ 2z =0}.
2. A(1,1,0) et (D) = {(¢t,—1+2t,1 —3¢), t € R}

Exercice 2.8
Soit (D) la droite dans l'espace, définie par 1’équation paramétrique :

= 2(t) = 1440
= ylt) = t¥0
_ Y/

Soit la droite (A), intersection des deux plans d’équations cartésiennes respectives :
z+y+2—1=0 et z2—y—2=0.
Calculer le cosinus de 'angle aigii entre ces deux droites.

Exercice 2.9
Soient (Dy), (D2) et (D3) trois droites définies par les systémes d’équations respectifs

r + y + =z 2 y = 3 2 — y + =z =
r — Yy + =z 0’ x 4+ z =17 x - 2y = 1

1. Démontrer que (D7) et (D2) sont paralleles et non confondues.

|
w

2. Démontrer que (Ds) et (D3) ne se coupent pas.

3. Démontrer que (D) et (D3) sont sécantes en un point et calculer les coordonnées de ce point.
Exercice 2.10

Soit (P) le plan d’équation 2z — y 4+ z = 3 et soit (D) une droite dirigée par @ = (1,3,1).

1. La droite (D) est-elle parallele a (P) ? Est-elle orthogonale & (P)?

2. Une droite dirigée par le vecteur ¥ = (—2,1, —1) est-elle orthogonale & (P)?

3. Démontrer que la droite passant par le point A(1,0,1) et dirigée par le vecteur @ = (0,1, 1) est contenue
dans (P).

Exercice 2.11
On se donne, dans R3, le plan (P), défini par les points A = (1,1,1), B(0,2,0) et C(0,—1,1). Donner les
composantes d’un vecteur orthogonal au plan (P), puis une équation cartésienne de (P).




Exercice 2.12

1. Soit (P) le plan de R? défini par I'équation cartésienne x+y+22+1 = 0. Donner une équation paramétrique
de P.

2. Soit (P) le plan de R3 défini par 1’équation paramétrique
r=zxz(t)=1+t+s, y=ylt)=t—s, z=z@(t)=-14+2t—s.
Donner une équation cartésienne de (P).

Exercice 2.13

1. On se donne une droite de vecteur directeur @' et un point A, et on cherche la distance d(A, (D)) entre A
et (D), c’est a dire la distance entre A et le point de (D) le plus proche. Vérifier que si My est un point
de (D) alors

—
Hm AMOH
[l

2. Calculer la distance de A(1,2,3) a la droite (D) = {(x,y,2): 2z +y—3z=1letx+2z=1}.

(A, (D)) =

Exercice 2.14
Déterminer la distance du point A au plan (P) dans les cas suivants

1. A(1,0,2) et (P) ={(z,y,2): 224+ y+2z+4=0}
2. A(3,2,1) et (P) ={(x,y,2) : —x + by — 4z = 5}.

Exercice 2.15
Soient (P;) et (P») les plans de l'espace d’équations cartésiennes respectives :

(P): 2e+y—2+4+3=0, et (P2): —z+2=0.
Soit a 'angle aigu entre ces deux plans. On note 7y et iz les vecteurs normaux de (P;) et (P,) respectivement.
On suppose que 717 et 75 sont de norme 1, et ont leur premieére coordonnée positive.
1. Déterminer les coordonnées de 717 et 7is.

2. Montrer que « est ’angle aigu entre 71 et 5.

3. En déduire sin(a).

Exercice 2.16
Ecrire les équations cartésienne et paramétrique du cercle de centre I(1,—1) et de rayon 2 (dans le plan).

Exercice 2.17
Montrer que I’équation polaire d'un cercle passant par O(0,0) est de la forme : p =0, ot p = acosf + bsin 0,
et ou a et b sont deux nombres réels.

Exercice 2.18
Soient A(1,2) et B(—1, 3) dans le plan repéré. Montrer que ’ensemble des points M (z, y) tels que les vecteurs

MAet M § soient orthogonaux est un cercle de diametre AB. En donner une équation cartésienne.

Exercice 2.19
Soit @ un nombre réel fixé. Montrer que ’équation polaire de la droite verticale passant par A(a,0) est de la
forme p = a/ cosé.

Exercice 2.20
On considere les trois points de l'espace suivants A(0, 1,0), B(—1,1,0) et C(—1,1,1).

1. Vérifier qu’ils ne sont pas alignés.

Donner l'angle aigii et non-orienté entre les droites (AB) et (AC).
Donner une équation paramétrée du plan (P) passant par ces trois points.
Donner une équation cartésienne du plan (P).

Donner la distance d(D, (P)) ou D(1,0,1).

Donner une équation paramétrée de la droite (A) perpendiculaire au plan (P) et passant par le point D.

NS e

Donner 'aire du triangle ABC.



3 Transformations du plan

Exercice 3.0

1. Soit f la simitude directe de centre A(1,1), d’angle 6 = 7/3 et de rapport A = 2. Exprimer l'image par f
d’un point quelconque M (z,y) du plan.

2. Soit g la translation du plan de vecteur @ = (2, 1). Calculer fog et go f et conclure.

3. Soit (Dy) la droite du plan d’équation y = 3z. Donner explicitement la projection orthogonale sur (D;) et
la symétrie axiale par rapport & (Dy). Puis calculer la distance du point M;(3,—1) & la droite (D).

4. On considére 3 points O,A et B du plan tels que (ﬁ, O?) = —3m/10 et (ﬁ, @) = /5. Quel est angle
de la similitude directe s de centre O telle que s(A) = B?

5. Quel est le rapport de la similitude s qui transforme le point A(5, —13) en C'(—1, —12) et le point B(6, —15)
en D(1,12)7

6. Montrer que la composée de deux symétries est une translation ou une rotation.

7. Montrer que la composée de deux rotations est une translation ou une rotation.

8. Dans le plan on considére deux segments [AC] et [BD] tels que AC = BD et (,ﬁ, ﬁ) = —7/2[mod 27].
On appelle (C1), (C2), (Cs) et (Cy) les cercles de diameétres respectifs [AB], [BC], [CD] et [DA].
a) Soit r la rotation qui transforme A en B et C' en D. Quel est 'angle de » ? Montrer que le centre I de
r appartient aux cercles (C1) et (C3).
b) Soit ' la rotation qui transforme A en D et C' en B. Quel est 'angle de ' 7 Montrer que le centre .J
de " appartient aux cercles (C3) et (Cy).
c) On désigne par M le milieu de [AC] et par N celui de [BD]. Quelle est la nature du quadrilatere
INJM?
d) On désigne par P et R les points diamétralement opposés & I sur, respectivement, (C7) et (C3) et par
Q et S les points diamétralement opposés & J sur, respectivement, (C2) et (Cy).
Soit s la similitude directe de centre I, de rapport v/2 et d’angle /4. Quelles sont les images par s des
points D, N, B?
9. Soient h une homothétie de rapport k et A’ une homothétie de rapport k’ et de centres respectifs O et O'.

a) Soit ¢ une translation de vecteur @. Montrer que les composées h ot et t o h sont des homothéties de
rapport k.

b) Si kk’ # 1, montrer que h o h' est une homothétie de rapport kk’ et que les centres de h, h’ et ho b’/
sont alignés.

c) Si kk’ =1, montrer que h o h’ est une translation.

Exercice 3.1

Dans le plan orienté, on considére un triangle OAB direct et rectangle en O. On désigne par J le milieu de
[AB]. M est un point variable de la droite (D) perpendiculaire en A & (AB). La perpendiculaire en O & (OM)
coupe (AB) en M’.

1. Soit s la similitude de centre O telle que s(A4) = B.
a) Montrer que, pour tout point M de (D), s(M) = M'.

b) En déduire que, lorsque M décrit (D), le triangle OM M’ reste semblable & un triangle fixe que l'on
précisera.

2. a) Montrer que, pour tout point M de (D), le point I milieu de [M M’] est I'image de M par une similitude
S de centre O dont on précisera le rapport et ’angle.

b) Soit H le projeté orthogonal de O sur (D). Déterminer S(H ).
¢) Déterminer le lieu géométrique du point I lorsque M décrit (D).

3. Pour tout point M de (D) distinct de A, on désigne par P le point tel que M AM'P est un rectangle.
Déterminer le lieu géometrique du point P lorsque M décrit (D) — {A}.

Exercice 3.2
Soit f la rotation de centre I(—2,0) et d’angle 7/3. Soit C' le cercle de centre A(0,2) et de rayon 4. Soit D la
droite passant par B(—1,0) et de vecteur directeur @ = (1,1).




1. Donner I'expression de f. Donner une équation cartésienne de D et de C.

. Quelles sont les images de C et D par f 7 En passant par 'expression complexe de la rotation, vérifier que

Iimage d’un cercle est un cercle de méme rayon, et que 'image d’une droite D est une droite D’. Vérifier
que I'angle entre D et D’ est I'angle de la rotation.

. Soit h une homothétie de rapport r. En passant par 'expression complexe, vérifier que 'image d’un cercle

de rayon R est un cercle de rayon rR, et que I'image d’une droite est une droite paralléle.

4. En déduire I'image d’un cercle et d’une droite par une similitude (par composition).

5. Déterminer 'intersection de D et C.

6. Soit ¢ la similitude de centre A, de rapport 2 et d’angle 7/6. Donner l'expression de g. Quelles sont les

Exercice 3.3

images de C et D par g?

Soient C1 le cercle de centre l'origine O, et de rayon 2, et Cy le cercle de centre A(2,0) et de rayon 4. Soit
D la droite d’équation cartésienne x — 2 = 0. Soit f une similitude du plan qui envoie C; sur Cs et 'axe des
abscisses sur D.

1.

© ® NS oW

Exercice 3.4

Montrer que f(O) = A. En déduire que ni O ni A n’est le centre de la similitude.
Montrer que le rapport de la similitude est 2.

Déterminer ’ensemble E; des points M tels que M A = 2MO.

Montrer que I'angle de la similitude est /2.

Déterminer les points M7 et My d’intersection entre D et Cs.

Soit B(—2,0). Déterminer l’ensemble image f({A, B}).

Déterminer I'ensemble Ey des points M tels que MA? + MO? = OA2?, puis E;, N Es.
Déterminer les coordonnées du centre I(xy,yr) de la similitude.

En déduire que f(z) = 2iz 4+ 2, Vz € C, puis I'image de A et B.

Dans le plan orienté, une unité étant choisie, on considere un rectangle ABCD tel que

AB=+2, AD=1, (/@, E) est un angle droit direct.

On désigne par I le milieu du segment [AB].
Partie A : Soit (E) I'ensemble des points M du plan tels que M D? — M B? = 1.

1. Vérifier que les points C et I appartiennent a (E).
2. a) Déterminer et construire (E).

b) En déduire que les droites (BD) et (CI) sont perpendiculaires.

Partie B : Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (A, , ), ou 4 = 1@/\/5 et U = ﬁ Soit S

une similitude directe qui, au point M d’affize z , associe le point M’ d’affixe 2’ telle que 2z’ = az +b , ou
a et b sont des nombres complexes avec a non nul.

1. Déterminer les nombres complexes a et b pour que S(D) = C et S(C) = B.
2. Soit T la similitude directe qui, au point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe 2’ telle que :
, V2 V2

z :—1724—7—'—2

Déterminer le rapport et 'angle de T'.
3. Montrer que la similitude T transforme B en I.
4. En déduire une autre justification de I'orthogonalité des droites (BD) et (CI).
5. Montrer que le centre W de la similitude 7" est le point d’intersection des droites (BD) et (CI).



Corrections rapides

1 Vecteurs de R? et R?

Correction de ’exercice 1.1 (Familles orthonormées)

1. Calculons

R 1 1
= (V2/2,v2/2) - (V2/2,-V2/2) = 5 - 5 =0,
les vecteurs sont donc orthogonaux. De méme
1 1 1
2 2
—+-=1 = =1.
la? =2+ =1, lP=5+;

C’est donc bien une famille orthonormée (et méme un repere orthonormé du plan).

v = (V2/2,v2/2,0) - (—V/3/3,v/3/3,V/3/3) = —i + i +0=0.

5 = (v2/2,v2/2,0) - (—v/6/6,V6/6,—/5/3) = f% N TC o0,

7= (—V3/3,V/3/3,V3/3) - (—V6/6,V6/6,—/6/3) = *ﬁ *{8» C 0.

2. Calculons

De plus, on a aussi

=12 =12 =12

C’est donc bien une famille orthonormée (et méme un repere orthonormé du plan).

Correction de I’exercice 1.2 (Vecteurs colinéaires de R? et R?)

1. (a) : On considere les vecteurs @ = (1,m) et ¥ = (m, 1). Les deux sont non-nuls. Cherchons A tel que
v = M. Ceci revient au systeme d’équations m = A et 1 = Am, qui n’a de solution que pour m = +1.
Alternativement, on a det(@, ) = 1 — m?. Les vecteurs sont donc colinéaires si et seulement si m? = 1,
soit m = +£1.

(b) : On considere les vecteurs @ = (m, m?) et ¥ = (m, 1). Le déterminant vaut det(,7) = m — m3 et est
nul si et seulement si m = +1 ou m = 0.

2. Soient les points A(1,-1,1), B(-1,1,-1), C(1,—1,—1) et D(1/3,—1/3,-5/3). Calculons les vecteurs
AB = (—2,2,-2) et CD = (—2/3,2/3,-2/3) = 1@/3 Ces vecteurs sont colinéaires, donc (AB) et (CD)
sont paralleles.

Correction de ’exercice 1.3
Soient A, B, C et D quatre points de 'espace.

1. Calculons, en utilisant la relation de Chasles,
AB.CD+AC-DB+AD -BC = AC-CD+CB-CD+AC-DB+ AD-BC
AC.CB+CH-CA

0.

2. un tétraedre est un polyedre de I'espace a quatre sommets. Chaque sommet est relié aux trois autres par
une aréte (voirr figure ci-dessous, figure de gauche). Supposons sans perte de généralité que les deux paires
d’arétes opposées formées d’arétes orthogonales sont [AB] et [C'D] d’une part, et [AC] et [BD] d’autre

part, on a donc
ﬁcotgﬁzO, et @-EﬁzO,

et le résultat de la question précédente implique donc E . B? = 0 et donc l'orthogonalité des deux arétes
opposées restantes [AD] et [BC].



3. On considere le quadrilatere plan ABC D. D’apres 1’énoncé, /@C@ =0et E~BC’ =0, dou Rﬁ =0,
d’olt Vorthogonalité des diagonales [AC] et [BD].

4. Un exemple se trouve sur la figure ci-dessous (droite).

Tétraedre (gauche) et quadrilatere satisfaisant les conditions de la question 3 (droite)

Correction de ’exercice 1.4

—

Soient A(4,0), B(2,3) et C(6,3) trois points du plan. Calculons OA = (4,0) et CB = (4,0). OA = @,

OACB est donc un parallélogramme. Son aire peut étre calculée de plusieurs maniéres, la plus simple est de
recourir au déterminant :

Aire(OACB) = det(0—1>4, O?) = 12 unités d’aire .

Vérifier que OACB est un parallélogramme, puis calculer son aire.

Correction de 1’exercice 1.5
Soient @ et ¥ deux vecteurs. Calculons

1@+ a1 = [l + |101* + 2@ -5, |ja—d)* = [l@]* + 7] - 23 - 5 .

En additionnant (ou soustrayant) ces deux équations terme & terme et en divisant par deux (ou quatre) on
obtient le résultat désiré.

Correction de 1’exercice 1.6
Calcul de produits vectoriels :

1. (1,2,3) A (2,0,4) = (8,2, —4).
2. (=1,4,2) A (1,1,1) = (2,3, -5).
3. (0,2,0) A (3,0,1) = (2,0, —6).

Correction de ’exercice 1.7
On considere les vecteurs de R? : @ = (1,—1,0), ¥ = (0,1,—1) et @ = (—1,0, —1).
L @A (FAD) = (=1,—1,0) et (A T) Ad = (=1,0,1) .

2. Ceci confirme que le produit vectoriel n’est pas associatif.

Correction de ’exercice 1.8
Calculons tout d’abord, en utilisant la distributivité et I’antisymétrie du produit vectoriel

ABAAC + AC A AD = AC A (BA + AD) = AC A BD .

Calculons maintenant

ABAAC + AC A AD + AD A AB

AC ABD + AD A AE

— ACABD+ AD A (AD + DB)
— (AC +DA)ABD

— DCABD

— (BD+DC)ABD

— BCABD.

On peut sans doute faire plus simple et rapide...



Correction de ’exercice 1.9

Si (@, ¥, W) est un repere orthonormé de 'espace, alors 4 A ¥ est perpendiculaire a @ et ¥, et est donc propor-
tionnel & w. De plus, ||@ A 0| = ||d]| ||7]] = 1, dott & A ¥ = . Le méme raisonnement donne ¥ A & = +4 et
W A @ = +0. On obtient donc un repere orthonormé (le méme qu’au départ, dans un ordre différent).

Correction de ’exercice 1.10
Soient 3 vecteurs quelconques 4 = (z,y,2), U= (2',y’,2") et W = (2”,y",2") de lespace.

1. Calculons
GN@OAD) = (ya'y” —a"y) — 22" = 2"2"), 2(y' 2" —y"2") —a(a'y” —2"y),
20" ")~ y(y' " /')
(@ + 2") = "]+ 227)9 "+ 227) =y (aa! +22"),
Saa” + ") — (a0’ + 1)
= (2/(a" +yy" + 22") — 2" (a2’ + gy + 22"), ¢ (wa” +yy" + 22") =y (w2’ + yy'z2"),
2w + gy + 22") = 2 (w2 + gy + 22))
= (axz" +yy' + 22")0 — (22’ +yy' + 22")u

= —(i- )@+ (@ - W)

2. Calculons maintenant
UNTAD)+TA(BAT) +TA(EAT) = —(ﬁ~17)u7+(ﬁ-u7)17—(ﬁ-tﬁ)ﬁ—i—(ﬁﬁ)zﬁ—(117-17)17—&-(11)%7)11’26.

Correction de ’exercice 1.11
On consideére le parallélogramme P défini par les vecteurs @ = (1,3) et ¥ = (2, —1). L’aire vaut

Aire(P) = |det(@,0)| = 7.

Correction de ’exercice 1.12
Dessiner le parallélépipede P engendré dans 'espace R® par les trois vecteurs @y = (2,0,2), #h = (1,2,3) et
U3 = (1,4, —1) et passant par lorigine. Le volume du parallélépipede vaut

VO|(P) = ’[171;172;173” =24 .

2 Géométrie affine

Correction de ’exercice 2.1
Soient (D) une droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0, et My(xo,yo) un point du plan.

1. On peut mettre 'équation cartésienne sous la forme

e
axr+by+c=0 << alz+c/a)+by=0 <<= AM-(a,b)=0,
ot A(—c/a,0) € (D). On retrouve ainsi la caractérisation de la droite par un point et un vecteur normal,
en 'occurrence 7i = (a,b). Comme ¥ - 7i = 0, on en déduit que ¥ est un vecteur directeur de (D).

2. La droite (D’) passant par My et orthogonale & (D) admet ¥ comme vecteur normal. Son équation
cartésienne est donc de la forme —bz + ay + ¢ = 0. Comme M(zo,y0) € (D’), on en déduit que
—bxg + ayg + ¢ =0, d’out ¢/ = bxg — ayy. Ainsi, '’équation cartésienne de cette droite est

bz —x0)+aly—yo) =0 <= —br+ay+ (bxg—ayy)=0.
3. Soit H(x,y) € (D) N (D"). (z,y) satisfait le systeme

ax + by + c=0 (1)
bz 4+ ay + (bxog—ay)=0 (2)

En multipliant 1’équation (1) par a et 1’équation (2) par b et en soustrayant les deux équations ainsi
obtenues, on obtient

—ac+ b(bxg — ayp)
a? + b?

(a® +b*)x 4 ac — b(bxg — ayo) =0, soit x =



De fagon similaire, en multipliant I’équation (1) par b et I’équation (2) par a et en additionnant les deux

équations ainsi obtenues, on obtient
(a® 4+ %)y + be + a(brg — ayy) =0 ,

On a donc
—ac + b(bxg — ayo)

soit y =

—be — a(bxg — ayp)
a? +b?

—be — a(bxg — ayop)

= (

. Finalement, d(My, D) = M H, et calculons

a? + b2

5 (—ac+b(brg — ayo) — xo(a® + b?))?

)

a?(c + byo + axo)®

a? + b2

(x — x0)

(a2 + b2)?

(=be — a(bxo — ayo) — yo(a® +b?))*

(a2 + )2

a?(c+ byo + axg)?

(y — ?/0)2 (a2 + b2)2

Finamelent
MH? =

et le résultat en découle.

Correction de ’exercice 2.2

(112 + b2)2

(axo + byo + ¢)?
a® + b2

)

1. On considere les deux droites d’équations cartésiennes respectives 2x 4+ 3y = 4 et 4o — my = 8, ou m est
un parametre. Deux vecteurs normaux sont donnés par dy = (2,3) et dy = (4, —m). Les deux droites sont
paralleles si et seulement si le déterminant de ces deux vecteurs est nul, c’est a dire si —2m — 12 = 0, soit
m = —6. Dans ce cas les deux équations sont équivalentes, et les deux droites sont donc confondues.

2. On considere les deux droites d’équations cartésiennes respectives 2z + 3y = 4 et 4o — my = 7. Le
déterminant des deux vecteurs normaux vaut cette fois encore —2m — 12, les deux droites sont paralleles
si et seulement si m = —6. Dans ce cas par contre, les deux équations cartésiennes des deux droites sont

différentes, donc les droites ne sont pas confondues.

Correction de ’exercice 2.3

1. On consideére la droite (D) d’équation paramétrique

{

En multipliant la premiere égalité par as et la seconde

T
Y

ait + by
agt + bQ

par a; et en soustrayant membre & membre les

deux égalités ainsi obtenues, on obtient asx — a1y = asb; — a1ba, soit

asx — a1y — (a1ba — agby) = 0.

Notons que d’apres la représentation paramétrique, d= (a1, az) est un vecteur directeur de la droite, d’ott

7i = (ag, —ay) est un vecteur normal.

2. Soit (D) une droite d’équation cartésienne ax+by+c = 0.

On suppose que a et b ne sont pas simultanément

nuls.
— Si a =0, la droite est horizontale d’équation cartésienne y = —c/b.
— Si b =0, la droite est verticale d’équation cartésienne y = —c/a.

— Sia # 0 et b# 0, on obtient facilement un vecteur directeur de la droite, par exemple d= (=b,a) et
un point, par exemple A(0, —¢/b). On peut donc écrire la représentation paramétrique

(D) ={M(z,y) : = ==x(t)

Correction de ’exercice 2.4

—bt, y=y(t)=at—c/b,

teR} .
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1. On considere la droite du plan définie par le vecteur directeur d= (1,3) et passant par 'origine. On peut
choisir pour vecteur normal tout vecteur orthogonal a (f, par exemple 7 = (—3,1). De 1& on déduit une
équation cartésienne, de la forme —3z +y + ¢ = 0, et comme l'origine O(0, 0) appartient & la droite, on en
déduit ¢ = 0.

L’équation paramétrique se déduit du vecteur directeur : M (z,y) appartient & la droite si et seulement si
il existe t € R tel que O—M = td. Cette derniere égalité se traduit par

r=zx(t)=t, y=ylt)=3t.

et fournit ’équation paramétrique.

2. On consideére la droite du plan définie par le vecteur normal 77 = (1,3) et le point A(1,2).

— Un vecteur directeur possible est d = (—3,1).

— Pour I’équation cartésienne, écrivons que M (z,y) appartient & la droite si et seulement si Zﬁ\? -1 =0,
ce qui 8’écrit (z — 1) 4+ 3(y — 2) =0, soit x + 3y — 7 =0.

— Une équation paramétrique peut étre obtenue en écrivant que M (z,y) appartient & la droite si et
seulement si il existe t € R tel que m = th soit t —1 = —3t et y — 2 =t, soit encore v = —3t + 1 et
y=t+2.

3. Soit (D) la droite vectorielle définie par ’équation cartésienne 4z — y = 1.

— Un vecteur normal se déduit directement de ’équation cartésienne : @ = (4, —1).

— On en déduit aussi un vecteur directeur possible est d = (1,4).

— Notons que A(0, —1) appartient & la droite. M (x,y) appartient a la droite si et seulement si il existe
t € R tel que AM = td, soit (x,y+1) =t(1,4), ce qui fournit ’équation paramétrique z = ¢, y = 4t — 1.

4. Soient (D7) et (Ds) les droites vectorielles d’équations cartésiennes respectives 2z —y = 2 et « + my = 0,
ot m € R est un parametre. (D7) N (D) = 0 si et seulement si les deux droites sont paralleles et non
confondues. Elles sont paralleles si et seulement si deux vecteurs normaux respectifs de (D;) et (D3) sont

colinéaires, c’est & dire si et seulement si leur déterminant est nul. Prenons 7; = (2,—1) et 7l = (1, m).

det(fi1,y n2) = 2m + 1 = 0 si et seulement si m = —1/2. On vérifie que dans ce cas les deux équations

cartésiennes ne sont pas identiques, et sont mémes incompatibles.

Correction de ’exercice 2.5
On va voir ici quatre méthodes de résolution différentes.
1. On considere les points A(0,0,1), B(1,0,0) et C(0,1,0). On a donc une base formée des vecteurs d; =
AD = (1,0,—1) et dy = AC = (0,1, —1), ce qui donne un vecteur normal 7 = dy A dy = (1,1,1). Le plan
peut donc étre défini comme 1’ensemble des points M (z,y, z) tels que AM -7 = 0, soit

(z,y,2—1)-(1,1,1)=0 & r+y+z=1.

Autre méthode : A partir du vecteur normal obtenu, on sait que I’équation Cartésienne est de la forme
x4y~ 2z =d, ou d est un nombre a déterminer. Il suffit alors de vérifier cette équation sur I'un des points,
par exemple A, pour voir que 0+ 0+ 1 =d donne d = 1.

2. On consideére les points A(1,1,1), B(2,0,1) et C(—1,2,4). On a donc une base formée des vecteurs dy =
AB = (1,—1,0) et dy = AC = (—2,1,3). Le plan (P) peut donc étre défini comme ’ensemble des points
M(z,y, z) tels que AM = )\cfl + ﬂcfg, soit la représentation paramétrique

z—1 = A—=2u
(x_lvy_laz_l):(A_QU7_)‘+M73U) e y_]- = _)‘—’_/1‘
z—1 = 3u

C’est un systeme linéaire, qu’'on va résoudre par substitution. La derniére équation donne donc u =
(z — 1)/3, la seconde conduit alors & A =y —y+ 1 = (2 — 3y + 2)/3, et la premiere conduit finalement
ar—1=(2—-3y+2)/3—-2(2—1)/3 = —y — z/3 + 4/3. En multipliant les deux membres par 3 pour
simplifier, on aboutit ainsi &

3x+3y+2z2=7.

Méthode “bourrin :” allons-y franco! On cherche une équation de la forme ax + by + cz = d; en utilisant
les trois points & notre disposition, on aboutit au systéme linéaire

a+b+e = d a+b+c = d a+b+ec = d
2a  +c = d & 2b+c = d & 2b+c = d
—a+2b+4c = d 3b+5c = 2d —T7c = —d
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La derniere équation donne d = 7¢, la deuxieme donne b = 3c et la premiere donne a = d — b — ¢ = 3c.
Les équations Cartésiennes possibles sont donc de la forme 3cx 4 3cy + cz = 7¢, qui redonne I’équation
précédente dans le cas particulier ¢ = 1.

Correction de ’exercice 2.6
On considere le plan (P) contenant le point A et de base {u, v} dans les cas suivants
1. A(1,2,1), @ = (4,0,3) et ¥ = (1,3,—1). Un vecteur normal est donné par 7 = @ A ¥ = (—9,7,12). Donc
M(z,y,z) € (P) si et seulement si (x — 1,y — 2,z —1) - (=9,7,12) = 0, soit

—9x 4+ Ty 4+ 12z —17=0.

2. A(1,0,2), @ = (2,-1,3) et ¥ = (—1,4,5). Un vecteur normal est donné par 7 = ¢ AU = (—17,—13,7).
Donc M (z,y,z) € (P) si et seulement si (z — 1,y,2z — 2) - (—=17,—13,7) = 0, soit

—17x — 13y +72+3=0.

Correction de ’exercice 2.7

1. On se donne le point A(0,0,0) et la droite (D) = {(z,y,2) : 2 +y—2+3=0et 4o —y+ 2z = 0}. On
vérifie facilement que A ¢ (D). Le plus simple est de déterminer deux points distincts de (D) et procéder
comme ci-dessus. Soit B(x,y,z) € (D) tel que z = 0. On a donc y = 2z, et donc la premiere équation
donne z = —3, d’ott B(0, —6,—3). De méme, soit C(x,y, z) € (D), tel que y = 0. On a alors z = —2z, et
la premiere équation donne z = —1, d’olt z = 2, ce qui donne C(—1,0,2). Un vecteur normal est obtenu
en calculant AB A ﬁ = (0,—6,—-3) A (—1,0,2) = (—12,3,—6), on peut donc prendre & = (4, —1,2).

Finalement, M(x,y, z) € (P) si et seulement si AM -7 = 0, qui donne

4r—y+22=0.

2. On se donne le point A(1,1,0) et la droite (D) = {(¢t,—1 4+ 2t,1 — 3t), t € R}. On peut procéder comme
précédemment, & savoir considérer deux points de la droite par exemple B(0, —1,1) et C(1, 1, —2) (associés
respectivement & ¢t = 0 et ¢t = 1), calculer AL — (—=1,-2,1) et AC =(0,0,-2) et ABAAC = (4,-2,0),
d’ou le choix 7 = (2, -1, 0).

—
Finalement, M (z,y, z) € (P) si et seulement si AM -7 = 0, qui donne (x — 1,y —1,2) - (2,—1,0) = 0, soit
20 —y—1=0.

Correction de ’exercice 2.8
Soit (D) la droite dans l'espace, définie par 1’équation paramétrique :

= a(t) = 140
= yt) =
z = z(t) = Qt%

On déduit facilement de cette forme un vecteur directeur de la droite. En effet, ces trois équations s’écrivent

sous la forme
(x,y,z) = (1,070) i <\éé’ \267\26> )

d’oll un vecteur directeur -
d=(1,1,2) .
Soit la droite (A), intersection des deux plans d’équations cartésiennes respectives :
z+y+2—1=0 e z—-y—2=0.

De ces deux équations cartésiennes on déduit deux vecteurs normaux 77 = (1,1,1), 7is = (2,—1,0) dont on
vérifie qu’ils ne sont pas colinéaires. On en déduit un vecteur directeur de (A) en calculant 77y A7l = (1,2, —3),
soit .

5(1,2,-3) .
On sait par ailleurs qu’en notant o angle aigii entre ces deux droites, on a d- 6 = ||d|| ||d]| cos ov. Calculons donc
Idll = V7, ||0]| = V14, d - 6 = —3. Par conséquent,
-3
V2

cos(a) =
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Correction de 1’exercice 2.9

1. Deux vecteurs normaux pour (D7) sont (1,1,1) et (1,—1,1). Donc un vecteur directeur pour (D;) est
dy = (2,0,—2). Avec le méme raisonnement, un vecteur directeur pour (Ds) est dy = (1,0,—1). Donc
les deux droites sont paralleles. Pour montrer qu’elles ne sont pas confondues, soit A(1,3,0) € (D;). On
vérifie bien que A &€ (D3), les deux droites ne sont donc pas confondues.

2. Pour démontrer que (D3) et (Ds) ne se coupent pas, supposons qu’il existe un point d’intersection
M(z,y,z). x,y et z doivent satisfaire les deux systémes d’équations cartésiennes des deux droites. Donc
y = 3 et z =1 — z. En reportant dans la seconde équation de (Ds), on obtient x = 14 2y = 7, d’ou
z = —6. En vérifiant la premiere équation de (Ds), il vient 20 —y + 2 = 14 —3 —6 = 5 # 3, d’ol une
contradiction. Il n’y a donc pas de solution, et I'intersection de (Ds) et (D3) est donc vide.

3. La encore, supposons qu’il existe un point d’intersection M (x,y,z). 2,y et z doivent satisfaire les deux
systémes d’équations cartésiennes des deux droites. D’aprés les équations de (D3), on a © = 1+ 2y et
2(14+2y) —y+ 2z = 3 dott z = 1 — 3y. En reportant dans la seconde équation de (D;), on obtient
1+2y—y+1—-3y=0,douy=1, et doncx =3 et z=—2.

11 reste & vérifier que (z,y,2) = (3,1, —2) est bien solution des deux systémes & la fois, ce qui se fait
directement.

Correction de I’exercice 2.10
Soit (P) le plan d’équation 2z —y + z = 3 et soit (D) une droite dirigée par 4 = (1,3,1).

1. Un vecteur normal au plan est 77 = (2, —1,1). La droite est parallele au plan si et seulement si 77 est normal
a la droite. Calculons 71 - & =2 — 3 + 1 = 0. La droite (D) est donc parallele & (P).

2. La droite (D) ne peut donc étre orthogonale & (P).

3. Une droite dirigée par le vecteur ¥ = (—2,1, —1) est orthogonale & (P) car ¢ = —7

—
4. Tl est clair que A € (P). Par ailleurs, @ L 7, donc tous loes points M tels que AM = A\ appartiennent

au plan. Ces points définissent la droite, elle est donc incluse dans le plan.

Correction de ’exercice 2.11
On se donne, dans R3, le plan (P), défini par les points A = (1,1,1), B(0,2,0) et C(0,—1,1). Calculons
AL = (—=1,1,-1) et AC = (—1,-2,0). Ces deux vecteurs forment une base du plan (P). Un vecteur orthogonal

au plan peut étre obtenu en calculant 7 = 1@ AN AC = (—2,1,3). De la, la caractérisation de (P) par un

point et un vecteur normal donne la relation suivante : M(z,y,z) € (P) si et seulement si AM - @ = 0, soit
—2(x—1)+ (y—1)+3(z — 1) = 0, d’ou I’équation cartésienne

—2z4+y+3z2—2=0.

Correction de ’exercice 2.12

1. Soit (P) le plan de R? défini par I’équation cartésienne = + y + 2z + 1 = 0. On peut par exemple poser
z=uz(t,s)=t, y=ylt,s)=s, z=z2ts)=—2—=—= )
Au passage, cette équation paramétrique est naturellement associée a la base {u, 7} ol
u=(1,0,—-1/2), ©¢=(0,1,-1/2).
2. Soit (P) le plan de R3 défini par 1’équation paramétrique
r=xz(t)=1+t+s, y=ylt)=t—s, z=z@(t)=-14+2t—s.

On peut obtenir une équation cartésienne de (P) en éliminant les parametres de ces équations, par exemple
en écrivant la premiere égalité sous la forme s = x —t — 1, et en reportant dans la seconde égalité, qui
dommet=y+s=y+z—t—1dount=(zx+y—1)/2etdoncs=ax—-1—(z4+y—-1)/2=(x—y—1)/2.
La troisieme égalité donne donc z = -1+ (x +y—1) — (z —y — 1)/2 = (x + 3y — 3)/2, d’olt ’équation
cartésienne

r+3y—2z—-3=0.

Une autre approche consiste & déduire de I’équation paramétrique une base {u, v} du plan, avec par
exemple 4 = (1,1,2) et ¥ = (1,—1,—1). On en déduit un vecteur normal 7 = ¢ A ¢ = (1,3,—2). Une
équation cartésienne est donc de la forme x + 3y — 2z + d = 0 ou d reste a déterminer. Pour cela, notons
que A(1,0,—1) € (P), qui donne en reportant dans 1’équation cartésienne 1+ 2+ d = 0, soit d = —3, ce
qui redonne la méme équation cartésienne.
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Correction de ’exercice 2.13

1. Le point de la droite (D) le plus proche de A est le projeté orthogonal Ay de A sur ( )). Soit My un point
£ o5 e projete ortag 5
quelconque de (D). On peut décomposer AMy = AAg + AgMy, de sorte que ¥ A AMO = UN AAp et la

— —
norme de ¥ A AMj est égale a ||7]].||AAg||. Comme la distance de A & (D) est égale a la norme de AAg, on
en déduit
& A AM)|

151l

2. (D) admet comme vecteurs normaux 7; = (—2,1, —3) et 7iy = (1,0, 1). Un vecteur directeur est donc d=
fiy Al = (1,—1,—1), de norme ||CZ“ = /3. Prenons M, € (D), par exemple My(0,4,1). On a alors AMy =
(=1,2,—2) et d A AMy = (0,1,1), et ||[d A AMg|| = v/2. Par conséquent, on obtient d(A, (D)) = 1/2/3.

d(A, (D)) = H

Correction de ’exercice 2.14

1. Dans l'espace, on considere le point A(1,0,2) et le plan (P) = {(x,y,2) : 2¢+y+ 2 +4 = 0}. D’apres le
cours on sait que la distance entre A et (P) est donnée par
1x24+0x1+2x1+0 3 1

44, (P)) = 212112 6 27

2. Dans Pespace, on consideére le point A(3,2,1) et le plan (P) = {(z,y,2) : —x + by — 4z = 5}. D’apres le
cours on sait que la distance entre A et (P) est donnée par
|—1x3+45x2-4x1-5 2 1

AP = — ey @ 2

Correction de ’exercice 2.15
Soient (Py) et (P2) les plans de I’espace d’équations cartésiennes respectives :

(P): 2e+y—243=0, et (P2): —z4+2=0.
Soit v 'angle aigu entre ces deux plans. On note 7y et iz les vecteurs normaux de (P;) et (P,) respectivement.
On suppose que 71 et 7is sont de norme 1, et ont leur premiere coordonnée positive.

1. Les vecteurs @y = (2,1, —1) et @y = (1,0, —1) sont normaux aux deux plans considérés, et ont leur premiere
coordonnée positive. Pour les normaliser, il suffit de calculer

R U el 2 1 -1 . s o 1 -1
== v (evews) Ve et e)

2. L’angle « entre (Py) et (P2) peut étre défini comme suit. Si (D) = (Py) N (Pz), soit (P3) un plan perpendi-
culaire & (D). Etant donnés O = (Py) N (Py) N (Ps), A1 € (P1)N(Ps) et Ay € (Py) N (Ps), Pangle entre (Py)
et (P3) est Pangle (OA1,0A3) (les points A1 et Aoy peuvent étre choisis de sorte que l’angle soit aigii).
Sment malntenant B1, By € (P3) tels que 031 = 7y et 032 = 7l5. On a alors (OAl,OBl) = /2 et

(OAQ,OBQ) = 7T/2 d’ou (OBl,OBQ) = .
3. Pour en déduire sin(«), il faut se souvenir que ||@ A ¢]| = ||| ||7|| | sin(@, ¥)|. Donc

1

. 7ty A ] V3
sina = (|11 A Ng|| = —_— ==
V12 2

1
——(=1,1,-1)| =
511
Donc o = 7/3.

Correction de ’exercice 2.16
Dans le plan, on considere le cercle de centre I(1,—1) et de rayon 2. Une équation cartésienne est

(-1 +@y+1)? =4 = 2*+9y°-22+2y—-2=0.
Une équation paramétrique est

x=ux(t)=1+4+2cost, y=y(t)=—-1+2sint, te]|0,2n].
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Correction de ’exercice 2.17
Soit OO’ un diametre du cercle passant par O, soit M un point du cercle, et notons 6 angle entre OM et
OO'. Le triangle OMO’ est rectangle en M. On a OM = OO’ cosf et O'M = OO’ sinf. On a donc

p=0Msinf — O Mcosf =0 .

Correction de I’exercice 2.18
Soient A(1,2) et B(—1,3) dans le plan repéré. Soit M (x,y). Soit 1(0,5/2) le milieu de [AB], notons R = AB/2.
On a alors

0 =AM - BM = (Al + IM) - (BI + IM) = Al - B + (Al + BI)- IM + |IM|? = | IM|? — R?

A | ME
ce qui permet de conclure que l’ensemble des points M tels que MA 1 MB est le cercle de centre I et de
diametre AB = 2R.
Ecrivons aussi

— =0
0=AM -BM=(z—1,y—2) - (z+1,y—3) =2 —1+9?> -5y +6=a>+9y> -5y +5.
On reconnait la I’équation cartésienne d’un cercle de centre 1(0,5/2).

Correction de ’exercice 2.19
Soit @ un nombre réel fixé. Pour montrer que I’équation polaire de la droite verticale passant par A(a,0) est
de la forme p = a/ cos 8, il suffit de faire un dessin, on voit directement que p = acos#.

Correction de ’exercice 2.20
On considere les trois points de lespace suivants A(0,1,0), B(—1,1,0) et C(-1,1,1).
1. Calculons zﬁ —1,0,0) et 1@ —1,0,1). Les trois points ne sont donc pas alignés.
2. Soit a 'angle aigu et non-orienté entre les droites (AB) et (AC'). Calculons AB-AC = 1. Comme ||1@|| =1
et ||1ﬁ“ =+/2, on a cos(a) = 1/v/2, donc a = 7 /4.
3. Calculons un vecteur normal du plan : @7 = ABAAC = (0,1,0).

4. Une équation cartésienne du plan est donc y +d = 0, ot d est & déterminer. Comme A € (P), on voit que
d = —1, d’'ou ’équation y — 1 = 0.
5. Pour calculer la distance d(D, (P)) ou D(1,0,1), il suffit d’utiliser la formule

0x14+1x04+0x1+1]
vO+140

6. De I’équation cartésienne de (P) on déduit le vecteur normal 77 = (0, 1,0), 7 est aussi un vecteur directeur
de (A). On a donc M(z,y, z) € (A) si et seulement si DM = t7i pour ¢t € R, soit donc

d(D, (P)) = =1.

r=1,y=t, z=1.
7. L’aire du triangle ABC s’obtient a partir du produit vectoriel

Aire(ABC) = Hﬁ AﬁH — 211(0,1,0)|| =

3 Transformations du plan

Correction de 1’exercice 3.0

1. Soit f la simitude directe de centre A(1,1), d’angle § = 7/3 et de rapport A = 2. f est donc la composition
de la rotation 74 /3 de centre A et d’angle 6, et de ’homothétie h4' de centre A et de rapport 2. Soit M (z,y)

un point quelconque du plan. Si M’ (z,y') = rﬂ/S(M) on a

¥ o= 1+ @-1)/2— (y—1)V3/2
Y= 14— 1V32+ (y—1)2
Si maintenant on note M” (z",y") = h4 (M') on a

{x” = 142 —1) 1+ (z—-1)—(y—1V3
y' = 1+2(y -1) 14 (z—1)V3+ (y—1)

z—(y-1)V3
(z—1)V3+y
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2. Soit g la translation du plan de vecteur @ = (2, 1). Soit M (z,y)
— Calculons U(u,v) = g(M), on au=2x+2 et v=y+ 1. Soit maintenant U'(v',v") = f(U). Cette fois,
onau =u—(v—1)V3=(x+2)—yv3etv = (u—-1)vV3+v=(x+1)v3+ (y+1), donc
fog:M(z,y)— V(z—yV3+2,2V3+y+(1+V3)).
— Calculons maintenant
gof:M(z,y)— V(e —yV3+(2+V3),2V3+y+(1-V3)).
On voit bien que fog # go f.

3. Soit (D;) la droite du plan d’équation y = 3z, un vecteur directeur est d= (1,3). Soit M (x,y) son projeté
orthogonal est le point H(zq,y0) € (D1) tel que d- HM = 0. Ceci donne (z — x0) + 3(y — o) = 0, et
comme Yy = 3g on obtient donc

xo = (z+ 3y)/10 et yo = 3(xz + 3y)/10 .

De la on déduit I'image M'(z',y") = s(p,)(M) de M par la symétrie : 2’ = 220 —z et y' = 2yo —y donnent

,  —4x+ 3y , Sz +4y
T =5 > y =
10 10

Calculons maintenant x — ¢ = (92 — 3y)/10 et y — yo = (y — 3y)/10. De 14,

81x2 + 9y2 — bdxy + 922 + y2 — 6y \/(33: —y)? |3z —y]
H = — 2 — 2 — \/ — — .
M = \/(x = 20)? + (y — o) T00 n =

Donc,
d(My, (Dn)) =

4. On considere 3 points O, A et B du plan tels que
(AB,0B) = —31/10 et (AB, A0) = /5. Soit (D) \
la droite passant pas A faisant un angle de —7/3 (D),
avec AB. Le point O se trouve sur la droite (D)

O
parallele a (D) passant par B. Plus précisément il "
se trouve sur lintersection de (D’) avec la droite N
faisant un angle de /5 avec AB. g —TE/SK

Comme la somme des angles du triangle (ABO) vaut
m, on a donc BOA=nm— w/3—m/5="Tr/15.
L’angle de la similitude directe s de centre O telle
que s(A) = B vaut donc

L’angle (non orienté) ABO vaut donc ABO = /3. A )_ﬂ 73 B

9:7{-/5. \\\\

5. On consideére la similitude s qui transforme le point A(5,—13) en C(—1,—12) et le point B(6,—15) en
D(1,12). Le rapport de la similitude est obtenu en calculant CD/AB. Comme AB = /1 +4 = /5 et
CD =+/4+ 576 = v/580 = 24/5 x 29, on obtient le rapport

CD

6. On considere deux symétries s et so d’axes respectifs (Dq) et (Dz). Il faut considérer deux cas :

a) Si (D1) et (D3) sont sécantes, notons A = (D;) N (D3). Pour tout point M du plan, notons M’ son
image par s; et H sa projection orthogonale sur (D7). Clairement, (D) est la bissectrice du triangle
MOM’, donc MOH = HOM'. De méme, notons M"” I'image de M’ par s, et H' sa projection
orthogonale sur (Ds). (D3) est la bissectrice du triangle M'OM", donc M'OH' = H'OM". On a donc
MOM' = 2@’, qui n’est autre que angle § = ((D;),(D2)) entre les droites (D7) et (Ds), qui ne
dépend pas de M. Donc s3 o 51 est la rotation ss 0 51 = 9.
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b)

Si (D1) et (D2) sont paralleles, non confondues, avec les mémes notations que ci-dessus, les vecteurs
MM’ et MM” sont colinéaires. Par ailleurs, MM” = HM' + HH' + M'H' = 2HH’ ne dépend pas de
M. C’est donc une translation de vecteur @ = HH'.

7. On considere deux rotations 71 et ro d’angles respectifs 6, et 6.

8. Dans le plan on considere deux segments [AC] et [BD)] tels que AC = BD et (ﬁ, ﬁ) = —7/2[mod 27].
On appelle (C1), (C2), (C5) et (Cy) les cercles de diametres respectifs [AB], [BC], [CD] et [DA].

a)

E

Soit r la rotation qui transforme A en B et C
en D. r transforme [AC] en [BD], son angle vaut
0 = —x /2. Par ailleurs, (IA,IB) = —7/2, donc [
est sur le cercle de diametre [AB], qui est (Cy). De

meéme, (I?7 ID) = —7/2, et I est donc sur le cercle
de diametre [C'D], a savoir (C3). Par conséquent,

Ie (Ol) @] (Cg) .
Soit ' la rotation qui transforme A en D et C en
B. ' transforme AC en D_B> , donc son angle vaut
0" = /2. Par ailleurs, (JA, ﬁ) = /2, donc J
est sur le cercle de diametre [AD], qui est (Cs). De

méme, (ﬁ, ﬁ) = m/2, et J est donc sur le cercle
de diameétre [BC], a savoir (Cy). Par conséquent,

J e (Cy)U(Cy) .

On désigne par M le milieu de [AC] et par N celui
de [BD]. Les rotations r et ' transforment [AC)|
en [BD]. Le milieu M de [AC] est transformé en N
milieu de [BD)]. Pour r : IN = IM et 'angle MIN

est droit. Pour v’ : JN = JM et 'angle M JN est
droit. Les points I et J sont les intersections de la
médiatrice de [M N] avec le cercle diametre [M N].
INJM est un carré.

On désigne par P et R les points diamétralement opposés a I sur, respectivement, (C7) et (C3) et par
Q et S les points diamétralement opposés & J sur, respectivement, (Cs) et (Cy).

Soit s la similitude directe de centre I, de rapport v/2 et d’angle /4. Quelles sont les images par s des
points D, N, B?

La similitude s transforme B, N, D en P, J, R. Comme N est le milieu de [BD], J est alors le milieu
de [PR].

9. Soient h une homothétie de rapport k et A’ une homothétie de rapport &’ et de centres respectifs O et O'.

a)

Soit ¢ une translation de vecteur @ = (a,b). Calculons la composée h o t. Soient M (z,y), M'(z',y’) =
t(M) et M"(z",y") = h(M’). On a alors

1

' =xo+k(r'+a) =xzo+k(x—2x0+a)
v' =yt k@ +0) =yo+ky—yo+b)

Montrons que =" et 3" sont de la forme requise, 2/ = a+A(z—a) et y” = S8+ A(y—3). Par identification,
on trouve (k1) & (k1) kb
— 1)xo + ka — 1)yo +
)\ = k = - = -
b « k _ 1 ) ﬁ k; _ 1 )
il s’agit bien d’une homothétie de rapport k et de centre O(c, ). Calculons maintenant ¢ o h : soient
M(x,y), M'(2',y") = h(M) et M"(2",y") =t(M'). On a alors
1

' =a'+a =x9+k(zr—x0)+a
y' =y +b =yot+k(y—yo)+0b
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De nouveau, par identification, on retrouve une homothétie de rapport A et de centre O(a, ), avec

_ _ _(E—=1yo+b
A=k, a= - , B= 1 .

b) Si kk’ # 1, notons O(xo,yo) et O'(z(, y{) les centres des homothéties, et calculons hoh’. Soient M (x,y)
et M'(z',y") = (ho h')(M), le calcul donne

(k—1Dzo+a

/

¥ = o+ klxy + K (x — x) — o]

v = yo+klyo+ K (y—yo) — vol

Il S’agit bien d’une homothétie de rapport kk’. Cherchons son centre Q(«, 8). On écrit 2’ = a+k(x—a)
et ' = B+ k(y — B3), par identification on trouve

(1= Kk)xo+ kxp(1 — K

o ’ ﬁ:(l—k)yo+ky6(1—k’) .

1— kK 1— kK
Pour montrer que O, O’ et Q sont alignés, calculons
(=Rt kap(1—K) (1= K)o+ k(1 — k)
0% = ( 1— ki o, 1— ki vo
k(1—k) E(1—FK) —
= T (0 @0t —w) = S 007

Les centres sont bien alignés.
¢) Si kk’ =1, le méme calcul que ci-dessus conduit a
' =a+ (1 -k)(wo—xp), ¥ =y+(1—k( o),
h o h' est donc une translation de vecteur
" gt
= (1-k)0OO".

Correction de I’exercice 3.1 _ Dans le plan orienté, on considere un triangle OAB direct et rectangle en O.
On désigne par J le milieu de [AB]. M est un point variable de la droite (D) perpendiculaire en A & (AB). La
perpendiculaire en O & (OM) coupe (AB) en M’.

Exercice 3.1

1. Soit s la similitude de centre O telle que s(A4) = B.
a) Montrons que, pour point M € (D), s(M) = M’.
Les droites (OA) et (OB) sont orthogonales avec (OA,OB) = /2, donc s est la similitude de centre
O, d’angle 7/2 et de rapport OB/OA. Posons N = s(M). (OM) et (ON) sont aussi perpendiculaires.
Donc O, M’ et N sont alignés..
De plus, les droites (AM) et (BN) sont orthogonales (car 'angle de s est 7/2), donc N € (AB). N est
donc sur (AB) et sur la droite (OM’') perpendiculaire & (OM) , donc N = M’ et on a bien s(M) = M’.
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b) Le triangle OM M’ est rectangle en O. De plus, les rapports OB/OA et OM’/OM sont égaux. (C’est
simplement le rapport de la similitude s). Donc les triangles OM M’ et O AB sont semblables.

2. a) OMM' et OAB sont semblables. Soient J le milieu de [AB] et I le milieu de [MM’']. Les triangles
OMTI et OAJ sont semblables.
Si S est la similitude de centre O telle que S(A) = J alors S(M) = I. L’angle de S est OAJ et son
rapport est OJ/OA.

b) En particulier, si M est le projeté orthogonal de O sur (D) , alors le quadrilatere OM AM’ est un
rectangle. Le milieu de [M M'] est alors égal au milieu de [OA]. Donc, dans ce cas, "image de M par
S est le milieu de [OA].

¢) Si M décrit (D) alors S(M) décrit une droite ('image par une similitude d’une droite est une droite).
Or, S(A) = J et S(H) est le milieu de [OA]. Donc la droite décrite par S(M) est la droite (JK), ou
K est le milieu de [OA], c’est a dire la médiatrice de [OA].

3. Pour tout point M de (D) distinct de A, on désigne par P le point tel que M AM'P est un rectangle.
Déterminer le lieu géométrique du point P lorsque M décrit (D) — {A}.

11 suffit de voir que AP = 241 Soit ¢ homothétie de centre A et de rapport 2. Alors P = (to S)(M), ou
S est la similitude de la question 2. t o S est aussi une similitude. L’image de (D) par t o S est une droite.
Or: (toS)(A) = Bet (toS)(H) = O. Donc I'image de (D) est la droite (OB). Par conséquent, si M
décrit (D) — {A} alors P décrit la droite (OB) — {B}.

Correction de I’exercice 3.2
Soit f la rotation de centre I(—2,0) et d’angle 7/3. Soit (C) le cercle de centre A(0,2) et de rayon 4. Soit
(D) la droite passant par B(—1,0) et de vecteur directeur @ = (1,1).

1. Donner l'expression de f. Soit M (z,y), soit M'(2’,y’) = f(M). D’apres le cours, on a

o = 24i@+2)-Ly = Lz By
y = L@@+2)+1ly = Br+ly+V3

Pour trouver ’équation cartésienne de (D) on note que 7 = (1, —1) est un vecteur normal, et on écrit que
M(z,y) € (D) si et seulement si AM -7 = 0, soit (x +1) —y =0, donc

r—y+1=0.
L’équation cartésienne de (C) est 22 + (y — 2)? = 16, soit
2?4y’ —dy—12=0.

2. Calculons les images de (C) et (D) par f. A priori on s’attent & ce que 'image du cercle soit un cercle, et
que I'image de la droite soit une autre droite. Reste a le montrer.
Pour cela on peut écrire

r = —l—(l‘—‘,—?) \f/: éxl-i-f/—l
y = i(éer2)+ = —La'+ Ly -3

et insérer dans 1’équation cartésienne de (D) et (C). Commencons par (D). L’équation cartésienne de (D)
donne
R TAVE] 2'V3
z 1) - (- Y V3)+1=0
( 5+ ot V3] + :
qui équivaut, apres réarrangement, a

1 V3)\ 1 V3)\ , 7
<2+2>z+<2+> +V3=0,

[\)

qui est I’équation d’une droite. On peut noter qu’un vecteur directeur et un vecteur normal de cette droite

sont donnés par
d=0+V31-V3), i@=010+V3-1+V3).
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Remarque : si on veut connaitre I'angle a entre les deux droites, il suffit de calculer le produit scalaire
de deux vecteurs normaux. Le calcul donne

i

1
7l = 17" = n-i =1, dou cos(a)= 3

1
V2’
L’angle est donc égal & o« = m/3, ce qui est angle de la rotation.

Pour le cercle, les calculs sont un peu plus longs. On insére les valeurs de x et y dans I’équation cartésienne

du cercle, ce qui donne
1, V3 (B, ’
<2x' + 7y’ - 1) + <2x’ + §y' —V3- 2) =16

Passons maintenant aux expressions complexes, on va voir qu’elles simplifient les calculs.

a) L’expression complexe de la rotation est comme suit : 7 : 2z — 2’ = zq + €*¥(2 — 2q), oi1 ) est le centre
et a 'angle. Soit maintenant un cercle de centre A et de rayon R. En remplacant z par son expression
en fonction de 2/, I’équation cartésienne devient

» 2 : 2
’29 +e (2 — zq) — ZA| =R = }z’ — (ZQ +e"%(za — ZQ))| =R?,
et on reconnait 1a I’équation cartésienne d’un cercle de rayon R et de centre A’ d’affixe
a0 = 20 + € (24 — 2q) .

On peut voir que A’ est 'image de A par la rotation de centre et d’angle «.

b) L’équation d’une droite dans le plan complexe est de la forme
wZ+wz+k=0,
ot w € Cet k € R. Si 2 est 'image de z par la rotation de centre Q et d’angle a, on a 2’ =

zq + €%(z — 2q), et 2 = zq + e (2" — zq).
De la, ’équation cartésienne de la droite dans le plan complexe s’écrit

w(Zg+e(F —Zq) +w (2o +e (2 —2q)) + k=0,

qui s’écrit aussi
W2 +wd +kE =0,

W =we | et kK =k+wiq (1- eia) +wzq (1 - e*m)
L’image d’une droite (D) est donc une droite (D’). Par ailleurs, on sait que w = a + @b est affixe d'un
point N(a,b) tel que ON = i = (a,b) est un vecteur normal & (D). De méme,

W' = we' = [acosa — bsina] + ifasina + bcos

e

est affixe d’'un point N’ tel que ON’ = 7’ est normal & (D’). On voit facilement que N’ est I'image
de N par rotation d’angle a autour de 'origine, donc I’angle entre 77 et 71’ est égal & a. Donc 'angle
entre (D) et (D') est bien I'angle de la rotation.

3. Soit h une homothétie de rapport r. Etant donnés M (z,y) et M'(2',y") = h(M), d’affixes respectives z et
Z',on a
2 =zq+r(z—zq),
ou zq est l'affixe du centre 2 de I’homothétie.

a) Considérons un cercle de centre A (affixe z4) et rayon R. Son équation dans le plan complexe est de
la forme
|z — 24> = R%.

On a aussi z = zg + r~ (2’ — zq), en remplacant dans I'équation cartésienne on obtient
lzo +77 12 —29) — 24> = R? <= |2 —[2q +7(24 — 20)]|> = (rR)? ,

qui est ’équation d'un cercle de centre A’ d’affixe z4» = zq + r(z4 — 2q), et de rayon rR. On peut
noter que le nouveau centre A’ est 'image de A par 'homothétie.
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b) Considérons maintenant une droite d’équation
wz+wz+k=0
dans le plan complexe. Remplagons z par I’expression précédente z = zq + 71 (2’ — zq), on obtient
wlza +r (2 = z0)] +wEa + 77 (T —Z0)] + k=0,

qui s’écrit aussi
Wwz+wz+E =0,

avec
w=rTw, et K=k+w(l-r")zg+wl-—r )z

4. Une similitude directe est la composée d’une rotation et d’'une homothétie. Donc, I'image d’un cercle par
une similitude directe est un cercle, et 'image d’une droite est une droite. Plus précisément, on peut refaire
les mémes calculs que ci-dessus, et on obtient les résultats suivants :

a) L’image d’un cercle de centre A et de rayon R par la similitude directe de centre 2, de rapport r et
d’angle « est le cercle de rayon rR et de centre A’, image de A par la similitude :

Zar = 2q + rem(zA —zq) .

b) L’image d’une droite (D) d’équation ax + by 4+ ¢ = 0 par la similitude directe de centre €2, de rapport
r et d’angle « est la droite d’équation

dx+by+cd =0,

ol on a posé
W =d b =r e w0 =r e (a +ib)

et
=2k =2(k+wl—re ")z +wl—r"e"zq) =c+4Re ((w— w)zq)

5. Soit M(z,y) un point de l'intersection de (D) et (C). On a donc y = x + 1. En insérant cette expression
dans ’équation cartésienne du cercle on obtient I’équation

20> + 22 —15=0.
Le discriminant vaut A = 44 60 = 64, les racines sont donc x = —5/2 et « = 3/2. Les solutions sont donc
(-5/2,-3/2) , (3/2,5/2) .
6. Soit g la similitude de centre A, de rapport 2 et d’angle 7/6. L’expression de g est la suivante : en polaire
g:z— 2 =g(2) =20+ 2%z — 2i) ,
qui se traduit par I’expression cartésienne

{x’ = zvV3—(y—2)
y o= z+(y-2)V3+2

a) (C) est le cercle de centre A(0,2) et de rayon R = 4. On sait que 'image de (C) par g est un cercle, de
rayon 8 et dont le centre A’ est I'image de A par la similitude. En notant A’(u,v) on a u =0 et v = 2,
donc A" = A.

b) (D) est la droite d’équation  —y +1=0. Doncw =1—1 et
W = le_iﬂ—/ﬁ(]. _ Z) — ie—iw/ﬁe—iﬂ/4 — ie—5iﬂ'/12 )
V2

Correction de ’exercice 3.3

Soient C le cercle de centre 'origine O, et de rayon 2, et Cy le cercle de centre A(2,0) et de rayon 4. Soit
D la droite d’équation cartésienne x — 2 = 0. Soit f une similitude du plan qui envoie C; sur Cs et 'axe des
abscisses sur D.
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Correction de ’exercice 3.4

Montrer que f(O) = A. En déduire que ni O ni A n’est le centre de la similitude.
Montrer que le rapport de la similitude est 2.

Déterminer ’ensemble E; des points M tels que M A = 2MO.

Montrer que angle de la similitude est /2.

Déterminer les points M7 et My d’intersection entre D et Cs.

Soit B(—2,0). Déterminer l'ensemble image f({A, B}).

Déterminer I'ensemble E, des points M tels que M A2 + MO? = OA2, puis E; N Es.
Déterminer les coordonnées du centre I(xy,ys) de la similitude.

En déduire que f(z) = 2iz + 2, Vz € C, puis l'image de A et B.

Dans le plan orienté, une unité étant choisie, on consideére un rectangle ABCD tel que

AB=+V2, AD=1, (E, X[_))) est un angle droit direct.

On désigne par I le milieu du segment [AB].
Partie A : Soit (E) I'ensemble des points M du plan tels que M D? — M B? = 1.

1.

2.

On remarque que AB = CD = /2 et AD = BC = 1. Donc , CD? — CB? =1 : C appartient bien &
(E).
De méme, I étant le milieu de [AB] , on a : Al = BI = /2/2 et DI?> = AD? + AI?> = 5/4. Donc :
DI? — BI? = 1. I appartient aussi & (F).
a) oll G est le milieu de [BD)]. La relation M D? — M B? = 1 s’écrit alors :
L’ensemble (E) est donc un droite perpendiculaire & (BD). Comme C et I sont dans (E), cette
droite est la droite (CT).

b) Voir au-dessus

Partie B : Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (A, @, 7), on & = E/\/ﬁ et U = zﬁ Soit S
une similitude directe qui, au point M d’affize z , associe le point M’ d’affixe 2’ telle que 2’ = az+ b, ou
a et b sont des nombres complexes avec a non nul.

Les coordonnées des points sont : A(0,0), B(+v/2,0) , D(0,1) et C(+/2,1).

1.

Déterminer les nombres complexes a et b pour que S(D) = C et S(C) = B. D a pour affixe ¢ , C' pour
affixe v/2 + i , et B pour affixe \/§/2 On veut donc : vV2+i=ai+bet \/§/2 = a(\/§+i) + b D’ou :

. On remarque que 7' = S. L’expression ”complexe” de T" montre que son rapport est et que son angle

est —7/2.
I étant le milieu de [AB], I'affixe de I est z; = +/2/2. 1l suffit alors de vérifier que I’expression complexe
de T montre bien que T'(B) = I, ce qui se fait par calcul.

On a: S(D) = C et S(B) = I. L’'image d’une droite par une similitude est une droite, donc l'image
par T de la droite (BD) est la droite (CT) . Comme langle de T est —7/2, on en déduit que ces deux
droites sont bien perpendiculaires.

Montrer que le centre W de la similitude T est le point d’intersection des droites (BD) et (CI).
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