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Nombres complexes, exercices

1 Calculs sur des nombres complexes

Exercice 1.1

Mettre sous la forme a + ib (ou a,b € R) les nombres :

L 346i (L4 > 346i L _ 250 25
T P 3—4i T 1—i 14
Exercice 1.2
Placer les points d’affixe 4 '
2 = €m/3 =141, 23 = V/2e™/4

dans un repere orthonormé du plan.

Exercice 1.3

Effectuer les calculs suivants.
1. (3+2i)(1 — 3i).

2. Produit du nombre complexe de module 2 et d’argument 7/3 par le nombre complexe de module 3 et

d’argument —57/6.
. (1—=3d)/(3+ 24).

>~ W

d’argument —57 /6.

Exercice 1.4

. Quotient du nombre complexe de module 2 et d’argument 7/3 par le nombre complexe de module 3 et

Calculer le module et ’argument de

V6 —iv2

= =1—7.
U 3 , v i
En déduire le module et 'argument de w = u/v .

Exercice 1.5

Démontrer les égalités suivantes

(cos (Z) +isin () (14022 = V3 (cos () i (7))
(1) (cos (g) +isin (g)) (V3—i)=2v2 (cos (g) — isin (%))

ﬁcos (L) +isin (&) B V3—i

1414 2




Exercice 1.6

1. Déterminer le module et 'argument des nombres complexes suivants.

i . . .
z1=¢% LJaveca €R; ¥4+ avecOcR; 1+ aveclc]—m 7] ;

14 144132
1. Calculer (73)°%.

2. Déterminer le module et I’argument de

3. Calculer Z = (1 4+ i1/3)20%.

4. Calculer (14 4v/3)° + (1 —iv/3)% et (1 +iv/3)° — (1 —iv/3)5.
Exercice 1.7

Chacune des formules suivantes est fausse. Déterminer 'erreur sans faire les calculs

e2i7r/363i7r/4:1_%; (1+4)(1—i)=0; (1+)(1—i)=1; 2422 42=(z—-1-4d)(z+2—1).
Exercice 1.8

Soit z un nombre complexe de module p, d’argument @, et soit Z son conjugué.
Calculer (2 +2)(22 +2?)... (2" + 2") en fonction de p et 6.

Exercice 1.9

1. Soit, pour tout z € C,
Z41

z—i

7 =

Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que : a) Z soit réel. b) Z soit imaginaire pur. ¢) Z ait
un module égal a 1

2. Soit, pour tout z € C,
z4+1

z—2

Déterminer 1’ensemble des points M d’affixe z tels que : a) Z soit réel. b) Z soit imaginaire pur. ¢) Z ait
un module égal & 1. d) Z ait un argument égal & 7/2.

Exercice 1.10
Soient z, z1 et 2o des nombres complexes. Montrer que PRe(z) = |z| si et seulement si z est un nombre réel
positif ou nul. Montrer que |z; + 22| = |21| 4 |22] si et seulement si z; = 0 ou 23 = 0 ou arg(z;) = arg(z2).

Exercice 1.11
Montrer que tout nombre complexe z # —1, de module 1, s’écrit

_1—|—ia:
T 1—ix

avec x réel.
Indications : poser z = cosf + isinf avec 0 < § < 2, puis faire intervenir « = tan(6/2).

2 Trigonométrie, formule d’Euler, formule de Moivre

Exercice 2.1
Soient « et 8 deux nombres réels. Mettre le nombre complexe z = e*® + e*# sous forme trigonométrique
z = pe?
Indication : poser u = L;B, v = L;B)
En déduire la valeur de

Zn: (i) cos[pa + (n — p)f].

p=0

Exercice 2.2

1. Ecrire Pexpression (14 cos ¢ + isin @) sous forme trigonométrique. En déduire 'expression de

(1+cos¢p+ising)” .



2. Donner la forme trigonométrique de

1+ cosf —isinf ¢ d 1+ et
et de —_—
1—cos@+isinf 1— e

Exercice 2.3

1. Soit 8 € R. A Taide de la formule de Moivre exprimer en fonction de cosf et de sinf :
a) cos(20) et sin(26).

b) cos(36) et sin(30). En déduire une équation du troisieme degré admettant pour solution cos(
résoudre.

3) et la

2. Linéariser les polynomes trigonométriques suivants : 1 + cos? z, cos® z + 2sin” z.

Exercice 2.4

1. Exprimer cos(7z) et sin(7x) en fonction de cos(x) et sin(x). Méme question pour cos(9z) et sin(9zx).
2. Linéariser sin®(x) et sin®(x)

3. Calculer ,

Exercice 2.5
Résoudre dans R les équations suivantes :

1. cos?(x) —sin?(x) = sin(3x).
2. cos*(x) — sin*(z) = 1.

Exercice 2.6
Soit n € N. Déterminer la forme polaire de (1 +¢)™. Pour quelles valeurs de n, (14 14)™ est-il un nombre réel ?

3 Racines, équations du second degré

Exercice 3.1

1. Calculer les racines carrées de 1, i et 2¢/2(1 + ).

2. Calculer les racines carrées de 8 — 6i et 7 4 241.

3. Soit z = a +ib, avec a, b réels tels que 22 = (1 +1)/+/2. Montrer que a® +b? = 1, puis que a® —b> = 1/v/2
et ab = /2/4.

En déduire les valeurs de cos(m/8) et sin(m/8).

Exercice 3.2
Montrer que les solutions de az? + bz + ¢ = 0 avec a, b et c réels, sont réelles ou conjuguées.

Exercice 3.3
Résoudre dans C les équations suivantes :

22 -32z—i=0.

224+24+1=0.

ir? 4+ 2z + (1 — i) = 0.

22— (1+2i)z+i—1=0.

2% — (5 —14i)z — 2(5i + 12) = 0.
22— (3+4i)z —1+5i =0.

422 —22+1=0.

24 4+ 1022 + 169 = 0.

244222 4+4=0.

23432 —-2i=0.

© ® N ot W=

[y
e



Exercice 3.4
Trouver les racines cubiques de 2 — 27 et de 11 4 2i.

Exercice 3.5

1. Résoudre z® = 1 et montrer que les racines s’écrivent 1, j et j2 . Calculer 1 + j + j2 et en déduire les
racines de ’équation 1+ z + 22 = 0.
2. Résoudre 2" = 1 et montrer que les racines s’écrivent sous la forme 1,¢,€2,...€" ! pour un certain € € C.

En déduire les racines de 1 4+ z + 22 4+ - - - 4+ 2"~1 = 0. Calculer, pour p € N, 1 + € 4 €2/ 4 ... 4 (n—1p,

Exercice 3.6

1. Résoudre dans C I'équation 2% = (=1 + i)/4 et montrer qu'une seule de ses solutions a une puissance
quatrieme réelle.
2. Calculer
1+iv3
Z=—=2
\/§(l+z)

algébriquement puis trigonométriquement. En déduire cos(w/12), sin(n/12), tan(n/12) et tan(57/12).
Résoudre dans C I'équation 224 = 1.

Exercice 3.7
Soit le polynome P(z) =22 + (4i — 3)z +i — 5.
1. Donner la somme des racines de P sans les calculer.

2. Déterminer les racines de P.

4 Binome de Newton

Exercice 4.1

1. Quel est le coefficient de 28 dans le développement de (z + 2)® puis de (22 — 5)7?

2. Quel est le coefficient de 2%y” dans le développement de (z — y)°?

3. Quel est le coefficient de 2%y” dans le développement de (22 — y)*3?

Exercice 4.2

1. Effectuer le développement de (1 + z)?* par la formule du binéme de Newton (on conservera les coefficients
binomiaux sans chercher & les simplifier).

2. Quel est le coefficient de z* dans le développement de (1 + x)*(1+ z)* (on ne simplifiera pas la somme de
produits que l’on obtient) ?

3. Quel est le coefficient de 2* dans le développement de (1 + z)%?

4. En tenant compte de la symétrie des coefficients binomiaux, démontrer que
42+ 42+ 42+ 42+ NG
0 1 2 3 4) \4/)°
5. Généralisation : En remarquant que (1+ z)"(1+ z)" = (1 + z)?>" , montrer que l'on a

> () = ()

p=0

:ik<z>2 .

0

6. On veut calculer

n

Montrer que

En déduire 2S5, puis S.



Exercice 4.3

En utilisant la formule (14 2)" = >}, (:) x* | calculer les sommes suivantes

z n = n = n
51:Zk<k>a:k, 52:Zk2<k)x’“, sg,:z;c?’(k)xk.
k=0 k=0 k=0

Exercice 4.4

Démontrer que pour tout 0 < k < p < n on a I'égalité
n\(n—k\ (p\(n
E)J\p—k) \k)\p/)~

P k p k p
EXGI‘Clce 4.5

En déduire que

Calculer le module et 'argument de (1 +4)™. En déduire les sommes

O 000

Démontrer les formules suivantes :

1. (Z) = (nﬁp), pour 0 < p < n.

On pourra utiliser le fait que lapplication A € P(E) — A € P(E) est une bijection.

2. (Z) = (ngl) + (Z:}), pour 0 < p <n — 1n.

3. (2) - (n;2) + 2(2:%) + (Z:i), pour 0 < p <n—2n.

Exercice 4.7

Soit n € N et soit p un entier tel que 0 < p < n.

1. Montrer que
(1+z)"*tt -1

T

=1+0Q4+2)+A+2)?+ -+ 1 +2)".

2()- G

2. En déduire que

k=p
3. Ecrire ces égalités pour p =2 et p = 3.
4. En déduire les sommes
n—1 n n—1 n
S1=) k(k+1), Sa=) kK, S3=> K(k+1), Si=) k.
k=1 k=1 k=1 k=1
Exercice 4.8
1. Calculer N .
(Z) cos(kzx) et Z (Z) sin(kx)
k=0 k=0
2. En déduire . .
Z k (Z) sin(kx) et (Z) cos?(kx)
k=0 k=0



5 Géométrie dans le plan complexe

Exercice 5.1

1. Déterminer l’ensemble des points M du plan dont l'affixe z vérifie la condition : |z — 4| = |z + 2i].

2. Déterminer par le calcul et géométriquement les nombres complexes z tels que |z—3|/|z—5| = 1. Généraliser
alz—al/lz—b=1.

3. Déterminer I’ensemble des nombres complexes non nuls tels que z, 1/z, et z — 1 aient le méme module.

4. Déterminer ’ensemble des points M du plan dont affixe 2 vérifie la condition z +4/z € R.

5. Déterminer par le calcul et géométriquement les nombres complexes z tels que |z — 3|/|z — 5| = v/2/2.
Généraliser & |z — al/|z — b| = k ol k est un réel positif différent de 1.

Exercice 5.2
Soient A, B, C' et D quatre points d’affixes respectives z4, 25, zc et zp. Montrer que si z4 # zg et z¢ # 2p :

(AB,CD) = arg (D—) .

ZB — %A

Exercice 5.3
Soient A et B deux points d’affixes respectives a et b. On note (A) la médiatrice de [AB].
Montrer que le point M d’affixe z est sur (A) si et seulement si |z — a| = |z — b].

Exercice 5.4
Soit T' 'application du plan qui envoie le point M d’affixe z sur le point M’ d’affixe f(z) = (1 +14)z + 1.
On note A le point d’affixe 24 =1 —i et A’ 'image de A par T.

1. Déterminer 'affixe de A’.

2. Résoudre l'équation f(z) = z. En déduire que T a un unique point fixe, noté F'.

3. Montrer que le cercle de centre C' et de rayon R est 'ensemble des points d’affixes dans {c+ Re®, avec t €
R}, ol ¢ est l'affixe de C.

4. Déterminer I'image par T du cercle de centre A et de rayon /2.

— ——
5. Calculer F'M et angle (FM, F'M"). En déduire la nature de T.

Exercice 5.5
Soient A, B et C trois points deux a deux distincts du plan d’affixes respectifs a, b et c. Montrer que le triangle
ABC est équilatéral si et seulement si on a l'une des conditions suivantes :

1. a?+ b2+ =bc+ca+ab
2. (b—c) t+(c—a)t+(a=b)"t=0.

3. j ou j2 est racine de az? + bz +c = 0.

Exercice 5.6
Soit f : R? — R? définie par

fley)=@-y+2,2+y-3).
On identifie R? et C par z = z + iy.
1. Montrer que f définit une similitude directe du plan complexe (qu’on précisera).

2. Identifier de méme
()= (Y2, VO, VO, V2
g\r,y) = 1 1 Y, 4 4 yl -

3. Définir géométriquement, puis & l’aide des complexe, les applications r = foget ' = go f.
En déduire les valeurs de sin(7/12) et cos(n/12).



Corrections rapides

1 Calculs sur des nombres complexes

Correction de I’exercice 1.1
— Calculons

3460 (34+6i)(3+4i)  (9—24)+i(184+12)  —15+30i —3+6i

33— 25 B 25 25 b
— Ici il est plus simple de calculer les termes indépendamment. Tout d’abord

Z1

1+4i  (T+4)(2+4) 1436 1+i\>  —8+4i 3+6i —3+6i
2—i 5 5 (24) 25 3—4i 5
d’ou ) ) )
L, T8Fd4i 8460 —23+24i
25 5 25
— Calculons

245i  2-5i 2450\ 2+5)(1+14)) L
=T + T4 729%(1 .)729%(72 =Re(—3+4+7i) =-3.

Correction de 1’exercice 1.2

L -
E

On considere les points d’affixe

2 =e/3 =141, 23 = V2ei™/4

|

dans un repere orthonormé du plan.

On voit facilement que z2 = z3, le point correspondant
est représenté en vert. z; est en rouge.

Correction de 1’exercice 1.3

1. Calculons
(B3+29)(1—-3i)=-3-"Ti .

2. Produit du nombre complexe de module 2 et d’argument 7/3 par le nombre complexe de module 3 et d’argument
—57/6 :
0ei™/3 3,75T/6 _ 6,im(1/3=5/6) _ g —im/2 _ _gi

3. Calculons
1-3i  (1-30)(3+2i) 9—7i

3420 13 13
4. Quotient du nombre complexe de module 2 et d’argument 7/3 par le nombre complexe de module 3 et d’argument
—57/6 :
9eim/3 _ geiﬂ(1/3+5/6) _ genw/e
3e~57/6 3 3
Correction de I’exercice 1.4
Considérons
V6 —iv2 ,
U=——7———, v=1—1.
2
Alors

1
jul = 5VEFI=VZ,  ol=v2.



On peut donc écrire

=2 (£ - 7> V2T don arg(u) = T, et v =2 dion  arg(v) = %’T :

Par conséquent,

wl_ Jul _ wy _ _ _ Um 3w 13m
’5’ =0l 1, arg(v) = [arg(u) — arg(v)][mod 271] = 5 7 [mod27] = — 1o

Correction de 1’exercice 1.5

(A) Calculons
™ 1—iV3 in/4 5im/3
(cos<?)+zsm(7))(l+ )T = V2 e
\@exp{iﬂ (% + % + g)}
V3 exp {iﬂ 12 4+ 21 + 140 }

84
V2584

ce qui est le résultat recherché.
(B) Calculons

(10 (o (5) 0 (5)) W) = VB

ol )
_ { 105+12+110}
= 2V2exp {mQ—}

= 2\/§exp{ } ,

ce qui est le résultat recherché.
(C) Calculons

cos (&) +isin (& in/12 _
NG (3) (13) :\66_ =exp{im i,, _exp{,lf} ‘[ i ]
1+i J2ein/a 12

Correction de 1’exercice 1.6

1. Calcul de modules et arguments :

2 = eeiu7 avec o € R . P eCOSOéJriSinOt _ ecosa'eis‘ma , dOHC |Z1‘ — ‘ecosa| . eisina _ ecosa .

. ) . . iy . 0 0
zo=e? 4+ avecOER : 2= 31072 (620/2 +e “9/2) = 2¢%30/2 o5 (5) , donc |z2] = 2cos (5) .

Avec le méme raisonnement on montre que pour tout €] — 7, 7], on a

(5)

7.9! _

‘1_’_61'9 _

On pouvait aussi voir directement que 1 + €* = ez, donc |1 +e |22].

144
=1 et arg(l—'_l,):g.
—1

Déterminer le module et ’argument de lfz Calculer (if’) . De la,

1
14i\% 2 14\ ..«
‘(1—1’) =1, arg | { 7 —32§[m0d27r]—0

2. Calculons
1+i*%*i donc
1—i 2 7

1+
1—1

1+
T1—4




3. Soit z = 1+ iv/3, calculons
2] =vV1I+3=2,
et on reconnait ‘
z = 2(cos(m/3) 4 isin(r/3)) = 2¢"™/3 |
De la, _ _
7 — 52000 _ 52000 ,2000i7/3 _ 92000 2im/3 _ 21999 (1 4 i\/3) |
o 2000r 19987 2 2 2000 2
371_2 37r+§:6667r+?ﬂ-, donc 71-[m0d27r]:?7r.

4. On peut déja observer que

1-iV/3=(1+iV3), dou
(1+iv3)" + (1 —iv3)® = 2%e ((1 + i\/??)s) et (1+iv3)® — (1 —iV3)® = 2iTm ((1 —|—i\/§)5) .

Calculons _ _
14+iv3=2¢""3 donc (1+4iV3)® =2%""/%

Par conséquent,

(1+4v3)° + (1 — iv3)® = 2° cos (%ﬂ) _ 95

(1+iv3)® — (1 —iv3)® = 2%isin (%”) =-2°V3

Correction de I’exercice 1.7
Chacune des formules suivantes est fausse.

e2im/3g3im/d = _ L. impossible car le membre de gauche est de module égal & 1, et pas le membre de droite.

— (1+4)(1 —¢) =0 : impossible car quand le produit de deux complexes est nul, nécessairement I'un des deux est
nul.

— (14 14)(1 —4) = 1 : impossible car c’est le produit d’un complexe par son conjugué, ils ont tous deux le méme
module qui est différent de 1.

— 224 224+2=(2—1—1i)(z+2—1) : impossible car le terme constant du membre de gauche qui vaut 2 doit étre
égal au produit des deux racines dans le membre de droite, & savoir (1 4 7)(i — 2), ce qui est faux.

Correction de I’exercice 1.8
Ecrivons z = pe®?, alors Z = pe~". Donc

k=1

_ H pk ((eie)k + (6—i9)k)
k=1

_ Tk (Liko + e k0)
I (e )

= ﬁ 2p" cos kO
k=1

=2"p.p . .... anCOSkJQ

n(n

L, nntD) 1
=2"p" 2 H cos k.
k=1

Correction de 1’exercice 1.9

1. On a, pour tout z € C tel que z # 1

z+i  (z+)(Z+10)  |2)*—14i(z+72)

2 T =G+ P Fi¥iz=3)

Le dénominateur est réel, donc on peut raisonner sur le numérateur.

— Z est réel si et seulement si z +Z = 0, ce qui est vrai si et seulement si z est imaginaire pur. L’ensemble
considéré est l'axe Oy.

— Z est imaginaire pur si et seulement si 2| = 1. L’ensemble considéré est le cercle unité.



Par ailleurs, on a aussi

(z+i)(zZ—1i) |2[*—i(z—2)+1 |2/ —20m(z) +1

ZP* = = =
1] (z—9)Z+1) |2P—i(z—2)+1 |z]2+2Tm(z) +1

Donc Z est de module égal & 1 si et seulement si Jm(z) = 0, donc si et seulement si z est réel. L’ensemble considéré
est 'axe Ozx.

2. On a pour tout z € C tel que z # 2i

g 2tl (4 1)(E+2) _ |2|> + 20z +Z + 2i
T 220 (2—-20)(Z+2i)  |22+4+40m(z)

De nouveau le dénominateur est réel, donc on peut raisonner sur le numérateur. On pose z = = + iy, le numérateur

vaut alors (2% +y? + 2 — 2y) +i(2x —y + 2).

— Z est réel si et seulement si M appartient a la droite d’équation 2z —y + 2 = 0.

— Z est imaginaire pur si et seulement si 2 4+ ¢ + & — 2y = 0, ce qui équivaut & (z + 1/2)* + (y — 1)? = 5/4.
Donc Z est imaginaire pur si et seulement si M appartient au cercle de centre O(—1/2,1) et de rayon \/5/4

— L’argument de Z vaut 7/2 si Z est imaginaire pur et si sa partie imaginaire est positive. L ensemble considéré
est donc l'intersection du cercle de centre O(—1/2,1) et de rayon v/5/4 et du demi-plan y > 0.

Calculons le module de 7 :

(z+1)E+1) |2+ 2%Re(2) + 1

(2 —2i)(Z—2i) |2|?40m(z) +4

Le module de Z vaut 1 si et seulement si 29Re¢(z) + 1 = 4Tm(z) + 4. L’ensemble des points M considéré est donc

la droite d’équation 2z — 4y — 3 = 0.

1Z|* =

Correction de ’exercice 1.10
— On sait que si z = z + iy avec z = Re(z) et y = Im(z), |z| = /22 + y? > |z|, avec égalité si et seulement si y = 0.
De plus, |z| = x si et seulement si z est positif ou nul. Ceci prouve la propriété demandée.
— Notons z; = \z1|ei91 et 20 = |zz\ei92. On a donc

|Zl+22|: |21‘€i91+|22|6i92 i(02—061)

= [lz1] + J2ale

On sait que |z + 2’| = |z| + |2'| si et seulement si z et z’sont proportionnels, avec un facteur de proportionnalité réel
positif ou nul. En appliquant ceci & notre résultat, on voit que la propriété est vraie si z1 = 0 ou z2 = 0, et dans le cas
contraire si et seulement si ou arg(z1) = arg(z2).

Correction de I’exercice 1.11
Soit z € C tel que |z| =1 et z # —1. Posons z = cosf + isin 6, et soit z = tan(f/2). Notons que puisque z # 1, z est
bien défini. Calculons alors

1+iz  1+itan(0/2)  cos(9/2) +isin(0/2) €7/ R

1—dx 1—itan(0/2) cos(0/2) —isin(0/2)  e—i6/2

2 Trigonométrie, formule d’Euler, formule de Moivre

Correction de I’exercice 2.1
Soient « et 8 deux nombres réels. Posons u =

,on adonc o =u+wvet §=u—v. Par conséquent, on a

a+p _ a=p
2 V=3

z =€ 4 e = ) i) — piu (ew + e_iv) = 2¢™ cos(v) = 2" T/ cos (L_B)

2
Re < (n) eipaei(n—p),ﬁ)
p=0 p

= fRe ( e + ew>n)

- Re <2nein(a+ﬂ>/2 cos™ (L;B))

- o (278) e (252).

De la, on peut déduire

Z (Z) cos[pa + (n — p)p]

p=0

Correction de 1’exercice 2.2

10



1. Ecrivons 1+ cos ¢ = 2cos?(¢/2) et sin ¢ = 2sin(¢/2) cos(¢/2). On a donc
1+ cos ¢ + isin¢ = 2cos(¢/2)e'*/? .

De 1a on déduit _
(14 cos ¢ + isin )" = 2" cos(ng/2)e""*/? .

2. On en déduit que |
1+ cosf —isinf = 2cos(¢9/2)e_l9/2 .

Dans le méme ordre d’idées, on a 1 — cos = 2sin?(6/2), donc
1 — cosf + isinf = 2sin(6/2)[sin(0/2) + i cos(0/2)] = 2isin(6/2)[cos(8/2) — isin(0/2)] = 2isin(6/2)e "/ .

Par conséquent,
1+4cosf —isind _icos(9/2)
1 —cosf+isind  sin(/2)
Par ailleurs ) )
1+e” 1+cosf+isind  2cos(0/2)e/? .cos(0/2)

1—e® 1—cosf—isind —2isin(0/2)ei?/2 Zsin(9/2) ’

Correction de I’exercice 2.3

1. Soit 8 € R. A l'aide de la formule de Moivre exprimer en fonction de cosf et de sin6 :
a) On sait que
cos(26) + isin(260) = €’ = [cos O + isin 0] = [cos® 6 — sin” 0] + 2isin O cos b
d’ou par identification
cos(20) = cos” 0 — sin® § et sin(20) = 2sinf cos b .
b) On sait que
cos(30) + isin(30) = €*? = [cos 0 + isin 0] = [cos® 6 — 3 cos O sin” 0] + i[— sin® @ + 3sin O cos” 0] ,
d’ou par identification
cos(30) = cos” § — 3 cos fsin® § et sin(30) = —sin® 6 + 3sinf cos” 0 .
Pour § = 7/3 on a donc
—1=cos” 0 — 3cosfsin® 0 = cos” 0 — 3cos (1 — cos® §) = 4dcos’ 0 — 3cos 0 .

En posant & = cos @ ceci s’écrit
4z® =32 +1=0.

Une racine est donc = 1/2, on peut alors factoriser
4o — 3z +1 = (:rf %) (az® + bx + ¢) = az® + (bf%):rQJr (cff)xfg

d’ou par identification
a=4, b=2, c=-2.

Les autres racines de cette équation s’obtiennent en résolvant
2> +x—1=0.

Le discriminant vaut A =148 = 9, les racines sont donc x = —1 et z = 1/2, qui est donc racine double. On a
donc

2
4x373x+1:4(xf%) (x+1).

2. Linéariser les polynomes trigonométriques suivants : 1 + cos? x, cos® z + 2sin? z. La formule d’Euler donne

iz —iz \ 2 2ix —2ix
1+c052x:1+(i) —14¢ +2+e __cos(2z) +3

2 4 - 2
De méme,
ix —iz\ 3 ir _ —ix 2
cosgx+2sin2x = i + 2 i
2 21
B 632'7; + Seiz + 3671@ + 673iz B 262im —92 + e*2iz
- 8 4

= icos(?,m) — cos(2z) + gcos(x) +1
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Correction de 1’exercice 2.4

1. Calculons

- e 7
e = (cosz +isinx)
7 . 6 . 5 .2 . 4 .. 3
= cos'x+ Ticos xsinz — 21cos” zsin” x — 35t cos” xsin” = +
3 .4 . 2 .5 . 6 N ¢
35cos” xsin” x 4+ 21t cos” zsin® x — Tcoszxsin’ z — ¢sin’ x

7 5 .2 3 . 4 . 6
x — 21 cos” xsin” x 4+ 35cos” xsin” & — 7 cos x sin x]

= [cos
. . 4 . & 2 . 5 .
+1 [7COS6 xsinz — 35cos® zsin® + 21 cos” zsin’ z — sin” x} .
Donc

7 5, 2 3, 4 . 6
cos(7x) cos' x — 21 cos” xsin” x 4 35cos” xsin” x — 7coszsin” x

. 6 .. 4. .3 2 .5 7
sin(7z) = T7cos zsinz —35cos” zsin” x + 21cos” xsin® z —sin' z

e = (cosx +isinz)’

9 . 8 . 7 .2 . 6 . 3 5 .4
= cos x4+ 9icos xsinz — 36cos’ xsin® x — 841 cos’ xsin” x + 126 cos” xsin” x
. 3 .5 3 .6 N T . 6 . .9
+ 1267 cos” xsin” x — 84 cos” xsin” x — 36icos” xsin' © + 9cosxsin” x 4+ isin” x

9 7 .2 5 .4 3 . 6 . 6
= [cos x — 36cos’ xsin” x4+ 126 cos” xsin” x — 84 cos” xsin” x + 9 cos x sin x]

. 8 . 6 .3 3 .5 2 .7 . 9
+1 [9cos rsinx — 84 cos’ xsin® x + 126 cos” xsin” x — 36 cos” x sin' x + sin x]
Donc

9 7 a2 5 4 3, .6 . 6
cos(9z) = cos’x —36cos’ xsin” z + 126 cos’ xsin” x — 84 cos” zsin” x + 9coszsin’ x

sin(9z) = 9 cos® xsinz — 84 cos® zsin® = 4 126 cos® zsin® & — 36 cos® wsin” z + sin”

) 6

. 6 611‘ _ e 1T

sinx = -
21

_ 674 [6611 _ 6647,1 + 15627,1 —920 4 1567211 _ 66747,1 + 676zzj|

= ;—21 [cos(6z) — 6 cos(4x) + 15 cos(2x) — 20]

) s

. 8 67,.’1) _ e 1T

sinx = -
21

= ﬁ [esm — 8% 4 28e*® — 567 + 128 — 56 2T 4 28¢ 1T — 80T 4 e—&'w]
1
= 1= [cos(8z) — 8 cos(6x) + 28 cos(4x) — 56 cos(2z) + 128]

2. Calculons

De méme

3. Calculons

27 cos (kl)
7
k=1

7 8iw /7 in /T in)7
ikw /T | _ 1—e o _ 1+e —1+4e
Re (,;_1 e ) = Re <71 — i 1) = Re ( T cin/7

. i /T _ —im/7
= 2%NRe 76”7/7 =2%Re ‘ <1 ‘ _cos(m/N -1 _ -1
n 1—ein/7T) 2 — 2cos(m/7) T 1—cos(n/7)

Correction de I’exercice 2.5

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. On consideére ’équation
cos®(z) — sin® () = sin(3z) .
Commengons par développer
. i 3 . 2 . .2 ..
sin(3z) = Jm (63”) = Jm (cos’ x + 3icos’ wsinz — 3coswsin® z — isin’ z)
.. 3 2 .
= —sin"z+ 3cos” xsinx

.. 3 .
= —4sin"x +3sinx .
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L’équation s’écrit alors sous la forme 1 — 2sin® z = —4sin® z 4 3sinz, soit
4X% —92X?_3X+1=0,

ou on a posé X = sinx. C’est une équation du troisieme degré, qui admet comme solution immédiate X = 1. On
peut donc factoriser X — 1, et chercher les nombres a, b et ¢ tels que

4X% —2X% —3X 4+1=(X -1)(aX’+bX +¢)
Le calcul donne ,
(X —D(aX>+bX+c)=aX’+(b—a) X’ +(c—bX —c,

d’olt par identification a = 4, b = 2 et ¢ = —1, et donc 4X> —2X? —3X +1 = (X — 1)(4X? +2X — 1). Reste &
factoriser ce polynéme de degré 2. Pour cela on calcule le discriminant A = 4 4 16 = 20 = (2+/5)?, les racines sont
X+ = (=14 +/5)/4, d’otl la factorisation

4X372X273X+1:(X71)(X771%\/5> (Xf%\/g) .

Les solutions sont donc de la forme X = 1, soit @ = 7/2 + 2k, « = arcsin((—1 4 v/5)/4) + 2km et & = arcsin((—1 —
V'5)/4) 4 2k avec k € Z.

2. On considere I'équation
4 .4
cos (z) —sin“(z) =1.
Elle équivaut a
(1 fsinzx)Q —sin*z=1 <= sinz=0 R

les solutions sont donc z = kw, avec k € Z.

Correction de I’exercice 2.6 :
Soit n € N. On sait que 1 + i = v/2¢"™/*, donc

(1 + Z)n — 2n/26in7r/4 )

(1 +1¢)™ est donc un nombre réel pour tout n multiple de 4.

3 Racines, équations du second degré

Correction de I’exercice 3.1

1. — Sous forme polaire on écrit 1 =1 x e™? donc arg(1) = 0. Notons & = pe'® une racine carrée de 1. On a donc
&2 = p?e®? =1, soit p? = 1 et 20 = 0 [mod 27]. On en déduit p = 1 (car p est un réel positif) et & = 0 [mod 7].
En se limitant & 0 € [0, 27[ on obtient donc £ = 0 =1letz= e =—1.
— Faisons le méme raisonnement avec ¢ = e’™/2. Soit donc & = pe’® une racine carrée de i. On a donc &2 =
pre?? =i = ¢e™/2 d’on on déduit p = /]i] = 1 et 20 = 7/2 [mod 27]. Donc § = 7/4[mod 7], et en se limitant
a @ € [0,27[ les deux solutions sont § = 7/4 et = 57/4. Les deux racines sont donc § = et =147 et
E=e"t =14
— Commengons par mettre z = 24/2(1 + i) sous forme polaire : |z| = 4, et on a donc z = 4¢'™/4. Cherchons
& = pe’ tel que €2 = z. On voit tout de suite que p = 2. Par ailleurs, on a aussi 20 = /4 [mod 2], donc
0 = m/8 [mod 7|, d’ott deux solutions, 6 = 7/8 et § = 97 /8.
2. — Soit z = 8 — 6i. Alors |z| = v/64 + 36 = 10, et z = 10e**. Cherchons & = pe'? tel que &2 = z. On voit tout de
suite que p = v/10. Par ailleurs, § = a/2[mod 7]. On a deux solutions, a savoir { = £v/ 10et/2,
— Soit z = 7+ 24i.Alors |z| = /49 + 576 = 625, et z = 10e'“. Cherchons & = pe®? tel que ¢2 = 2. On voit tout de
suite que p = /625 = 25. Par ailleurs, § = a/2 [mod 7]. On a deux solutions, & savoir £ = +/10e*/2.
3. Soit z = a + ib, avec a, b réels tels que 2% = (1 +i)/+/2. On voit toute de suite que 22 = e"™/*, donc |z| = 1, d’ot
a®? +b*> = 1. Calculons aussi
(a+1b)? = (a® — b°) + 2iab ,
d’ott par identification a® —b? = 1/+/2 et 2ab = 1/2v/2. On déduit de cette derniére égalité que a et b sont de méme

signe. Par ailleurs, on a
o R G
a==-1+—) , bV==-(1-—=) .
2 V2 2 V2

a et b étant de méme signe, on en déduit les solutions
1+v2 | [1-V2 1+v2 . [1-V2
z= 5 +1 5 s z=— 5 —1 D) .
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Correction de 1’exercice 3.2

On en déduit aussi

1++2 } 1-+2

cos(m/8) = 5 sin(7/8) = 3

Soient a,b et ¢ des réels, on considére ’équation az? 4+ bz 4+ ¢ = 0. Le discriminant est réel. S’il est positif, les deux
racines sont réelles. S’il est négatif, les racines sont de la forme (—b=+1i+/|A|)/2a et sont donc complexes conjuguées 'une
de l'autre.

Correction de 1’exercice 3.3

On considere dans C les équations suivantes :

1.

NS o

22 — 3z — i =0 : le discriminant vaut A = 9 + 4i. Son module vaut |A| = /97, notons § son argument. § =
0.42 rad, les racines sont de la forme .
_ 3+£4/97e/2

2
Pour aller plus loin, notons que cos@ = 2cos?(0/2) — 1 =1 — 2sin*(#/2), d’ot1 on déduit

cos®(0/2) = %(cos@—&— 1) = % (\/% + 1> , sin’(0/2) = %(1 —cosf) = % (1 - \/%) .

Par ailleurs, cos 6 et sin @ sont tous deux positifs, donc 8 € [0, 7/2], et donc cos(0/2) et sin(6/2) sont positifs aussi.

Par conséquent
9
cos(0/2) = 1+ —, sin(6/2) =
f Vo1 f
De la on déduit

s |5+ VT 9| izl Vit -0, e = B VT ] - VT .

z2 4+ 241 =0 : le discriminant vaut A = —3. Les racines sont de la forme
- iv/3
=0 -
Donc z; = e*™/3 et z_ = e*"/3,

ix? 4+ 2¢ + (1 — i) = 0 : le discriminant vaut A = 4 — 4i(1 — i) = —4i = 4¢*™/2, Les racines sont de la forme

—2 4 2e%m/4 ( 71+i) 1 ( 1)
pp == = -1+ =441+ =) .
= 2 V2 V2 V2

22 - (142)z+i—1=0:
22 —(5—-14i)z —2(5i +12) =0 :
22— (34+4i)z—1+5i=0:

422 — 2z + 1 = 0 : le discriminant vaut A = —12. Les racines sont
2+2iv3  14+ivV3 1 4
= = = —e .
8 4 2

z* 4+ 1022 + 169 = 0 : il s’agit d’une équation du quatrieme degré, de type équation bicarrée. Posons Z = z°.

L’équation équivaut a
Z° +10Z+169 =0 .
Le discriminant de cette derniere équation vaut A = —576 = —242. Les racines sont donc

Zi:#i%:ﬁaim.
On voit que |Z+| = 13. Soit 6+ = arg(Z+). Comme cos(f+) < 0 on voit que 0+ €]r/2,3w/2[. De plus, sinf > 0
donc 04 €]r/2, 7], et sinf_ > 0 donc O_ €]m, 37/2].

Il faut maintenant calculer les racines carrées de ces deux solutions, qui sont de la forme

+/13e%+/2 | +/13e9-/2 .
On peut utiliser les identités
1 1-—
cos2(0/2) = %059 . sin?(0/2) = %59 :
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et en déduire 4 9
2 _ 4 .2 _ 9
cos”(04/2) = 13 sin”(64) 13

Compte tenu du fait que 64 €] /2, [, 04 €]r/4,7/2[ et donc cos(04/2) > 0 et sin(6+/2) > 0, d’out

cos(04+/2) = sin(04/2) = et on obtient donc les deux premicres racines 21 = 2437, 22 = —2-3i.

2 3
V13’ V13
On peut faire le méme raisonnement et obtenir les deux autres racines. On peut aussi remarquer que Z_ est le
complexe conjugué de Z,, et donc les deux racines carrées de Z_ seront complexes conjuguées des deux racines
carrées de Z4 obtenues plus haut. On obtient donc

23=2—-3i, za=-2+43i.
remarque : pour trouver ces racines, on peut aussi les rechercher directement, en résolvant par exemple I’équation
(a+ib)?=—-5+12i, < > — b =—-5 et 2ab=+12.
En utilisant la seconde de ces deux équations (et vérifiant que a = 0 est impossible), on a b = +6/a, ce qui conduit
a I’équation
a*+5a° —36=0.
Les solutions de cette équation retrouvent celles obtenues plus haut.

9. 2z* 4 22% + 4 = 0 : c’est encore une équation bicarrée. Posons Z = 22, ’équation s’écrit
Z>4+2Z+4=0,
le discriminant vaut A = —12, les racines sont

—2 4 2i/3 ; ;
Zi _ % , Z+ — e27,7r/3 , A e47,7r/3 )
En prenant les racines carrées on obtient les quatre racines
in/3 2im /3
+eim/ , 273

10. 2 4+ 32 — 2i = 0 : c’est une équation du troisieme degré, mais on voit que zp = i est solution. Pour trouver les
deux autres racines, il faut factoriser ce trinéme. Ecrivons pour cela

22432 —2i=(z—i)(az® +bz+c) =az’ + (b—ai)z® + (c — bi)z —ic .
par identification, on obtient a =1, c =2 et b =14, d’ou

22 432-2i=(z—0)(2" +iz+2).

Pour terminer la factorisation, calculons le discriminant du dernier binéme : A = —1 — 8 = —9, les racines sont
donc . .
—1 £ 3% . .
zi:T, 2y =1,2_ = —2.

Correction de I’exercice 3.4 :
— Soit z = 2 — 2i. |z| = 2v/2, et donc z = 2v/2(1 —4)/V/2 se met sous la forme polaire z = re’ avec r = 2v/2 et
6 = 7n /4. Cherchons les racines cubiques de z. Soit & = pe’®, tel que £ = z. On a donc

3 3ia i0
pet =re”
et par unicité du module et de ’argument on en déduit

p=r"*=v2, 3a=0[mod2r] .

Cette derniere équation donne

ies
a = — [mod27/3] .
12
Les solutions sont donc o = %T, a= 115—2" et a = 213—2” Finalement, les trois racines cubiques sont

& = V212 ’ € = /2 1Bim/12 ’ €5 = V22312
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— Soit 2z = 11 + 2i. |z| = V125 = 5v/5. Soit § = arg(z) ~ 0.18rad, on a z = 5v/5e'®. Cherchons les racines cubiques
de z. Soit & = pe'®, tel que £ = z. On a donc

3 Bia _ i
pet =re” |
et par unicité du module et de ’argument on en déduit

p=r"*=+5, 3a=0[mod2x] .

Cette derniere équation donne
a=60/3[mod2r/3] .

Les solutions sont donc o = 6/3 = 0.06rad, « = 0/3 + 27/3 ~ 2.15rad et o = 0/3 + 47w /3 =~ 4.25rad.

Correction de 1’exercice 3.5

1. Résolvons z> = 1. Mettant z sous forme polaire, c’est & dire z = pe'®, on voit que p®> = 1, d’ott p = 1 (car le
module est un réel positif), et que 30 = 0 [mod 27]. Donc € = 0 [mod 27r/3], ce qui nous donne trois solutions dans
Iintervalle [0,27[ : € =0, § = 27/3 et 0 = 47 /3. Les trois racines cubiques de 1 correspondantes sont donc

2im/3 —1+14V3 2 4im/3 —1—14V3
e =—5 j“=e ="

1 | =
) J B

Le calcul donne

0.

—14+iv3 | —1-iV/3

2 + 2 N
De 13 on déduit que j est racine de I’équation 1 + z 4+ 22 = 0. Le produit des racines est égal & 1, donc la seconde
racine vaut 1/5 = j2.

1+5+5°=1+

2. L’équation z"™ =1 se résout de la méme facon. En mettant z sous forme polaire, z = peie, on voit que p" =1 d’ou
p =1, et que nf = 0[mod 27]. Donc 6 = 0 [mod 27 /n], ce qui nous donne n solutions dans I'intervalle [0, 27[ : § = 0,
0 =2m/n, § =4xn/n,... 6 = 2(n — 1)7/n. Les racines correspondantes sont donc

2in /N 2 _ _4din/N —1 _ _2i(n—1
1, e=e2™/N @ =etim/N otz 2ilnhr/n

Soit maintenant p € N. Il faut distinguer deux cas :

— Si p est un multiple de n, c’est a dire p = ¢n avec £ € Z, alors €? = e
kp __ 9 N
e’ =1, dou

2t — 1 et donc pour tout k£ € N on a

14+ e +eP 4 e P =p .
— Supposons maintenant que p ne soit pas multiple de n. Alors €” # 1 et on peut calculer

n—1

1—eP?
1 P 2p . (n=1)p _ p\k _ _
+ P +eP+. +e Z(e) T 0
k=0
car
€pn:€2ipﬂ':1.

Correction de I’exercice 3.6

1. Soit &€ = (=1 4 )/4 et cherchons les z € C tels que z* = £. On peut noter que £ = e3i“/4/2ﬂ, donc |¢] = 1/2V/2.
Soit z = re®. 2° = ¢ équivaut &
1
= 3(9:%r[mod27r}7

on a donc
o= g [mod 27/3]

les racines sont ainsi
1 ix/a 1 11im/12 1 19ir/12
e —e —e .

21 = —= N Z2 = N Z2 =
! \/§ 2 \/5 2 \/5
De la,
4 1 4 1 44im /12 1 5im /6 4 1 76im /12 1 /3
Zl——Z, 22—1 —16 9 23—16 —16 ,

seule la premiere des solutions a donc une puissance quatrieme réelle.
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2. Calculons
1+iv3 in/3
7 — 2 _¢ — im/12
V2(1+i) eim/4 ’
2

Par ailleurs,
_ i3 1 (043 —d) _1+V3 143
V20144 V2 2 T 2v2 22

1++3 —1++3 —1++3
2v/2 2v/2 1+v3

Pour calculer tan(57/12), remarquons que 57/12 = w/3 4+ 7 /12, donc

5im/12 in/12 in/3 1+v3 . —1++/3 14+14V3 —1++v3 1++3
%112 = im/12gim/3 +1 = +1 .
2v2 2V2 2 2V2 2v/2

Donc

cos(m/12) =

sin(r/12) = tan(r/12) =

On en déduit

1++/3
-1+3

4 =1, on voit tout d’abord que |z| = 1. Ensuite, en notant § = arg(z), on a

tan(bm/12) =

Pour résoudre dans C I’équation 22

2460 = 0 [mod 27] ,

donc les valeurs possibles de 6 sont tous les multiples de 7/12 compris entre 0 et 27. Les racines cherchées sont
donc les nombres 4
ze=e*/12 0 k=0,1,...23.

Correction de I’exercice 3.7
Soit le polynéme P(z) = 2% 4 (4i — 3)z +i — 5.
1. On sait que dans un polynéme de degré 2 de la forme az? + bz + ¢, le nombre b/a est égal & la somme des racines.
Donc celle-ci vaut S = z1 + z2 = (4i — 3) /i = 4 + 3i.
2. Le discriminant vaut A = (45 — 3)% — 4(i — 5) = 13 — 28i. On a A = pe®® avec p = v/953 ~ 30.87 et § = arg(A) ~
5.147rad. On en déduit les racines de P.

4 Binome de Newton

Correction de I’exercice 4.1

1. Quel est le coefficient de x° dans le développement de (x + 2)® puis de (z? — 5)7 ? Calculons

+
8 (8 ks i
(z+2) :Z(k>x2 .

0

Donc le coefficient de z° dans le développement de (z + 2)® est

(2)22_28x4_112.

(7
(@2 +5)7 = Z <k> x2k(75)7—k .

k=0

De méme,

Donc le coefficient de x° dans le développement de (z? — 5)7 est

(;) x (—=5)* = 21875 .

2. Calculons

Donc le coefficient de z3y” dans le développement de (z — y)10

<130> x (=1)" = —120 .
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3. De méme, calculons

(0 —9) =3 (f’) (20) ()
)13

Donc le coefficient de z%y” dans le développement de (2z — y)*® est

(163> x 20 x (=1)" = —109824 .

Correction de 1’exercice 4.2

1. Calculons
(4
(140 =3 @
k=0
2. Calculons

A+a)' 1+ =3 (:)& 3 (‘é) 2t

=0 k=0

k
Le coefficient de z* dans le développement de (1 +z)*(1+z)* est donc la somme des coefficients de tous les termes

qui conduisent & z*, soit
4\ (4 n 4\ (4 n 4\ (4 n 4\ (4 n 4\ (4
0/\4 1/\3 2/\2 3/\1 4/\0
3. Avec le méme raisonnement, le coefficient de z* dans le développement de (1 + )% est
8
4

4. On sait que (Z) = (nﬁk) On déduit donc de ce qui précede que
2 2 2 2 2
AR AN AR CA R AR
0 1 2 3 4) T \4)"

()

p=0

5] ()

p=0 q=0

5. Généralisation : on a
et donc

Le coefficient du terme x™ est la somme de tous les coefficients qui conduient & =™, soit

=G0 C)6m) -+ ()6)

et en utilisant les symétries des coefficients du binéme on obtient donc

(=) ) () -2 0)

6. En utilisant de nouveau les symétries des coefficients binémiaux, on a

B S

=3 (Ee) o)) =550 ()

Donc
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Correction de 1’exercice 4.3

Partons de la formule (1 + 2)" = 3"7_ (¥)2z" et calculons sa dérivée membre & membre : on obtient

n(l+z)"" (14+=x)™) Zk()

on en déduit

En dérivant encore une fois, on obtient

n(l+z)" '+ nn—-Dz(l+z)" %= Z
k=0

ce qui donne

Sy = Z I <k> " =nz(14+2)" " +nn-12*(14+2)"° =nn+ Dzl +2)" 2.

k=0
En dérivant encore une fois,

n(l+2)" ' +3nn -zl +2)" > +nn—-1)(n-2)z>1+z)"* = Z K (Z) A
k=0
on déduit
S3 = Z K <Z> 2 =nz(14+2)""" +3nn—-1)2° A +2)" >+ n(n—1)(n—2)z* (1 + )" >
k=0

Correction de 1’exercice 4.4

Démontrer que pour tout 0 < k < p < n on a I’égalité Calculons

n)(n—Fk\ n! (n—k)! _ n!
EJ\p—k) Kn-k -k nh-k-p+k)! kl(n—p)

py[(n) _ p! n! . n!
kJ\p) K@—k!p(n-—p)! k@n-—p!’

et on a bien I’égalité cherchée. Calculons

2G5 - G)err==C)-

Correction de 1’exercice 4.5

et

On sait que 1+ 4 = 2¢"™/* donc (1 +4)" = 2"e"™/* = 2" (cos(n7/4) + i sin(nw/4)).

Par ailleurs, on peut aussi écrire
2 4 6 o 1 3 5 o ’

A+ =Y (Z)’k =

k=0

+1

On en déduit donc

Si1=1- (g) + <Z> - <Z> +... =2"cos(nn/4), Sy = <711> — (g) + (Z) —... =2"sin(nw/4) .

Correction de 1’exercice 4.6

Correction de I’exercice 4.7

Soit n € N et soit p un entier tel que 0 < p < n.

1. Calculons
o l—(142)" (I4a2)"T -1

I+(1+2)+ 142+ +(1+a)" T e -
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2. Calculons

d’out

Par ailleurs, on a aussi

n+1 7’L+1
(Hx)”*l—Z( ; )x’“
k=0
a:)n+1_1:ln+1 <n+l>mk: n <n+1>mp
T x = k = p+1

> (1+2)" =3 2

k=0 k=0 p=0 p=0
et par identification on a bien

= \P p+1
3. Pour p = 2 cette égalité donne
Z(’;)—i k(k_n_(n;l)_(nH)gm—n
k=2 k=2
et pour p = 3,
SYLANEES _[(n+1)  (n+1nn—1)(n—-2)
()=S0 = (1)
k=3 k=3
4. Calculons
— " (n+ n(n—1)
Si=> k(k+1)=) £(t—1)= 3 ,
k=1 =2
on en déduit
n n—1
_ o _(n+Dnn-1) nn-1) B 1, n+1]_
So= K =S+ k= 3 s =nn—1) |5+ 5| =
k=1 k=1
De méme
n—1 n—1 n—1 n—1
Ss=> K (k+1)=> k(k+1)(k+2)—2> k(k+1)=> k(k+1)(k+2)—25
k=1 k=1 k=1 k=1

et

Correction de 1’exercice 4.8

Si=Y k=S558
k=1

1. Calculons

>

n
k
k=0

On en déduit

et

2. Calculons

. . \Nn
ezkz — (1 + ezz) —

n .
— — Sin

2

2 2
nx

2

n—1 n—1 { . (71+ 1)$
2 n Cos (2> sin (72
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Jes (2) 4

einz/Q (eiz/Q + 6711/2) _ Qneinz/Q

e

2

2

o

nr

2

cos” (E)
5) -

n-1 [T
COS

)

2

)



5 Géométrie dans le plan complexe

Correction de I’exercice 5.1

1. |z — 4] = |z + 2i| équivaut & |z — 4]* = |z + 2i|>. En développant, on obtient
|2> —8%Re(2) +16 = |2|* +4Tm(z) —4 <= 8NRe(z) +4Tm(z) —20=0,

I’ensemble des points M (z,y) du plan dont l'affixe z vérifie la condition : |z — 4| = |z + 2i| est donc la droite
d’équation cartésienne
20 +y—5=0.
2. Par le calcul |z —3|/|z — 5| = 1 équivaut & —6Re(z) +9 = —10%Re(z) + 25, soit donc 4%Re(z) = 16, donc Re(z) = 4.
Géométriquement les nombres complexes z tels que |z —3|/|z — 5| = 1 sont les affixes des points se trouvant a égale

distance des points A(3,0) et B(5,0). C’est donc la médiatrice du segment [AB], c’est & dire la droite d’équation
T =4.

De méme, ’ensemble des complexes z tels que |z—al|/|z—b| = 1 est ’ensemble des affixes des points de la médiatrice
de [AB] avec A(a,0) et B(b,0). C’est donc I'ensemble des complexes z tels que Re(z) = (a+b)/2. On a supposé ici
que a et b sont réels. Si ce sont des complexes, ’ensemble des complexes z tels que |z — al/|z —b| = 1 est ’ensemble
des affixes des points de la médiatrice de [AB] ot A et B ont pour affixes respectives a et b.

3. On sait que |1/z| = 1/|z], donc |z| = 1. Notons z = ¢'?, alors
z—1=¢"""=2i""?sin(0/2) = |z—1]|=2sin(6/2) .
Par conséquent, |z — 1| = 1 équivaut & sin(f/2) = 1/2, les solutions sont § = 7/6 et § = 57/6. Donc les valeurs

possibles de z
B V3 B VB
1= 2= 5

4. Posons z = re*’. Alors
; 4 _; 4 4
z+4)/z=r + e = {rJr f] cosf + 1 [rf f} sinf .
r r r
Donc z +4/z € R équivaut & 7 — 4/r = 0. Comme 7 € R™, ceci équivaut & r = 2. L’ensemble considéré est donc le

cercle de rayon 2 centré sur l'origine dans le plan complexe.
5. Par le calcul : |z — 3|/|z — 5| = V/2/2 équivaut & |z — 5% = 2|z — 3|%. En développant, on obtient

2] — 10 9Re(2) + 25 = 2|2|* — 12Re(2) +18 <= [2]> —2Re(2) = 7=0.
En posant z = x + iy, cette équation prend la forme
;r:2—|—y2—2w—7:0,

ce qui est I'équation d’un cercle de centre Q(1,0) et de rayon 2v/2.
Géométriquement : I’équation ci-dessous est de la forme

2

lz|” —wz —wz+A=0,

ou w = 1 est I'affixe du centre du cercle.
Correction de I’exercice 5.2
Soient A, B, C et D quatre points d’affixes respectives za, zB, zc et zp. On voit facilement que zp — z4 est laffixe

du point M tel que OM = AB, et que zp — z¢ est affixe d’un point N tel que O*ﬁ = C"ﬁ En notant (r,0) et (r',60")
les coordonnées angulaires respectives de M et N, on a donc

b 1 e
ZB —2A =TeEe ZD —Zc =T1e s
et donc ,
ZD — ZC Tiei(e’fe)
ZB — ZA r '
Or

(AB,CD) = (OM,ON) = ¢ — 6 [mod 2] ,
et on en déduit le résultat.
Correction de I’exercice 5.3

Soient A et B deux points d’affixes respectives a et b. |z — a| = |z — b| équivaut a dire que le point M d’affixe z est &
égale distance de A et B, c’est & dire qu’il est sur la médiatrice (A) de [AB]
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Correction de ’exercice 5.4

Soit T Dlapplication du plan qui envoie le point M d’affixe z sur le point M’ d’affixe f(z) = (1 + i)z + 1. En notant
z=a+ibon adonc f(2) = (1+i)(a+ib)+1=(a—b+1)+i(a+b). On note A le point d’affixe z4 = 1 —i et A’
I'image de A par T.

1. Calculons laffixe de A’ :

flza)=1+4+1)(1—-49)+1=3.
2. Cherchons un point fixe de T : '"équation f(z) = z s’écrit
I+d)z4+1=2 <= z=1.

. T a donc comme unique point fixe le point F(0, 1).

3. Soit C'(xc,yc) un point du plan, d’affixe c¢. Le cercle de centre C et de rayon R est 'ensemble des points du plan
tels que (z — )2+ (y —ye)? = R% Or (z—zc)® + (y — ye)? = |2 — ¢|?, donc ceci équivaut & |z — ¢| = R, d’olt
(2 —c) = Re', avec t € R, ce qui donne le résultat.

4. Soit (Ca) le cercle de centre A et de rayon V2. (C4) est I'ensemble des points d’affixe z tel que z — 1 414 = v/2¢*,
soit donc z = 1 — i + v/2e™. Soit M € (Ca). Son image par T a pour affixe

2= (1+1) (1—i+\/§e“)+1:3+\/§e“(1+i)=3+2e"“+”/4),

c’est donc le cercle de centre A’ et de rayon 2.
5. F est le point fixe de T, donc F' = F. Soit M (z,y), d’affixe z et soit 2’ = f(z) l'affixed e M’ = T'(M). Calculons

arg(ﬂ) :arg<(1+i)z+1—i) :arg<(1—|—z’)(z—i)) :arg(l—l—i):%.

Z—2F z—1 z—1
T est donc la similitude de centre F, de rapport /2 et d’angle /4.

Correction de 1’exercice 5.5

Correction de I’exercice 5.6
Soit f : R? — R? définie par

fley)=(@-—y+2,2+y—3).
On identifie R? et C par z = = + iy.

1. Ecrivons f en complexe : si z = z + 1y,
d=f2)=(x—y+2)+i(z+y—3)=1+i)z+ (2—3i) = V2™ 2+ (2-3i) .
Il s’agit bien d’une similitude directe de rapport v/2 et d’angle /4. Son centre est son unique point fixe, tel que
1+9)z4+(2-3i)=2z <= 2z=3+2i.

2. Ecrivons g en complexe : si z = x + iy,

2 6 . 6 2 ) 2 . 2 in

2 =g(z) = £gttfiy +1i £achiy :(x+zy)£(1+zx/§):z£e /3
4 4 4 4 4 2

11 s’agit donc d’une similitude directe de centre O, d’angle w/4 et de rapport \/5/2

3. On sait que la composée de deux similitudes directes est une similitude directe, dont le rapport est le produit des
deux rapports et 'angle la somme des deux angles. Calculons

(go f)(2) = gem/:s (\/ie”/4z r(2- 31)) — T2, gem/zs@ — 30)
et . . .
(fog)(z) _ \/Eezﬂ/4\%emr/3 + (2 _ 31) — 6717\'/12Z+ (2 _ 32) )

Définir géométriquement, puis & 1’aide des complexe, les applications r = fo g et r' = go f. Calculons maintenant
directement

(\/5 V6 V2

woiaw = (Fa-y+2-YLary-9Le-y+2+Leri-9)

(2 (R (2D (D)) (£ 42
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On en déduit que

et donc
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