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Géomeétrie

1.1 Vecteurs et opérations

1.1.1 Vecteurs, opérations

Vecteurs de R? Un vecteur de R? est un couple de réels @ = (x,y) € R?. On définit les opérations
suivantes sur les vecteurs de R? :
— Addition : étant donnés @ = (z,y),7 = (2/,y’) € R?, leur somme @ + ¥ € R? est donnée par

i+7=(x+2",y+v)
— Multiplication scalaire : pour tous @ = (x,7) € R? et A € R, le produit i € R? est défini par
M= (Az, A\y) .
Donc en notant 7= (1,0) et 7= (0,1), on a
U= (z,y) =2T+yJ.

On dit que la famille {7, 7} est la base canonique de R2.

Vecteurs de R? Un vecteur de R? est un triplet de réels @ = (x,y,2) € R3. Les opérations sont
définies de facon similaire aux précédentes :
— Addition : & @ = (v,y,2),7 = (2/,y,2') €R3, on associe leur somme

U4 0=(z,y,2)+ @@y, ) =@+ y+y,2+7)

— Multiplication scalaire : & tous @ = (z,¥, 2) € R® et A € R, on associe le produit \ii € R défini

par
M= ANz,y,2) = (Az, \y, \z) .

Donc en notant maintenant 7= (1,0,0), 7= (0,1,0), et k = (0,0,1) on a
= (z,y,2) =aT+yJ+ 2k .

On dit que la famille {7, 7,k} est la base canonique de R3.

Propriétés L’addition des vecteurs et la mulitiplication par un scalaire possedent des propriétés
génériques, qui ne dépendent pas de la taille du vecteur. Les propriétés énoncées ci-dessous sont valables
dans R? comme dans R>.

1. Commutativité : V@, v, 4 + ¥ = ¥ + .

—

2. Associativité : Vi, v, W,
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3. bistributivité :Vu, v, Vo, B € R,
a(i+v)=aid+av, et (a+p)u=ad+pu.
4. Commutativité mixte : Vi, Vo, 8 € R,
a(Bi) = (af)i .

1.1.2 Interprétation géométrique

Dans le plan, étant donnée une origine O, on associe au vecteur 4 = (z,y) le point M (z,y) du plan

—
de coordonnées (z,y). On a donc O(0,0), et ainsi & = OM. D’apres le théoreme de Pythagore, la
longueur du segment [OM] vaut OM = \/x? + y2.

Y O M
A M
o _;——-— Pl

FIGURE 1.1 — Correspondance entre vecteur de R? et point du plan (gauche), et illustration de la
relation de Chasles (droite).

On rappelle la relation de Chasles : étant donnés trois points A, B et C' (du plan ou de ’espace), on a
AB = AC + BC .
Etant donnés deux points du plan A(ai,a2) et B(b1,b2), la relation de Chasles donne

EZE—FO?:O?—O—A:(IH—GLZ)Q—GQ).

Dans 'espace, ayant choisi une origine O(0, 0§ 0), on associe cette fois a tout vecteur v = (z,y, 2) le
point M (z,y, z) de l'espace, de sorte que OM =

segment [OM] vaut OM = \/x? + y2 + 22

1.1.3 Norme et produit scalaire

(xz,y,z) = ¥. On peut montrer que la longueur du

Définition 1.1 (Norme) 1. Soit i = (z,y) € R%. Sa norme est le réel positif ||i| donné par
|| = V22 +y2 € RT .
2. Soit T = (x,y,2) € R3. Sa norme est le réel positif donné par

0] = Va2 +y? 4+ 22 e RT .

La norme possede les propriétés importantes suivantes

Propriétés 1.1 1. Dans le plan, la norme d’un vecteur @ = (x,y) coincide avec la longueur du
segment [OM] ou le point M est défini par OM = (z,y).

I’espace, cette propriété reste vraie.

C’est le théoreme de Pythagore. Dans
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2. Si @ = (x,y) € R?, on voit facilement que y/x2 + y2 = 0 si et seulement si z = 0, et y = 0. Ainsi,
|@]| =0 = @ = 0. Le seul vecteur dont la norme est nulle est le vecteur nul. Dans 'espace,

cette propriété reste vraie.

3. Inégalité triangulaire : pour tous vecteurs 4, ¥, on a
@+ o < |l + [|7]] -

Cette propriété se visualise bien dans le plan, par exemple dans la figure (droite), ou on voit
bien que la longueur du vecteur somme est plus petite que la somme des longueurs.

4. Pour tous vecteur @ et scalaire «, on a
Jeviz]] = |af [|a]] -
La présence de valeur absolue se justifie par le fait que la norme est toujours positive ou nulle.

Définition 1.2 (Produit scalaire) 1. Soient @ = (z,y),v = (/,y’') € R%. Le produit scalaire de
U et U est le réel noté i - v donné par

w-v=xx'+yy €R.
2. Soient i = (z,y,2),v = (2/,y',2') € R®. Leur produit scalaire est le réel ii - donné par

i -v=xx +yy +22 €R.

On a la relation

al| = va-a,
et les propriétés importantes suivantes :

Propriétés 1.2 Le produit scalaire est bilinéaire :

1. pour tous @, 7, w € R?,
(i+w)-v=u-v4+d-0, d- (V+d)=u-0+u-0.
2. pour tous @, 7 € R% et A € R,
(@) -7 = XNu-v), u-(A\J)=A\u-7).
Dans les deux cas la démonstration résulte de la définition.
On a aussi la propriété importante suivante.
Théoréme 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
i@ - o] < [|a| [|7]] -

Preuve : On considere deux vecteurs non nuls # et ¥, et on écrit

0<|

On en déduit que

_gxo 0 T

T =
! I H I 1@l Nl

a o, v
|

2
ol ’

|

+a -7 < |l [|v]]

et le tour est joué.
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On en déduit que le nombre @ - 0/||d|| ||U]| est toujours compris entre -1 et 1, et peut donc s’écrire
comme le cosinus d’un angle 6 appelé angle entre i« et ¥ :

—

- U= | ||V] cos b .

Quand 6 = 0, 4 et ¥ sont colinéaires et de méme orientation, quand ¢ = m, @ et ¥ sont colinéaires et
d’orientations opposées, et quand § = +x /2, ils sont orthogonaux.

Définition 1.3 (Repére orthonormé) 1. Un repére orthonormé de R? est un couple de vecteurs
(I,J) orthogonauz et de norme unité :

I-J=0, et [[I=][J]=

Le repére est direct si Uangle orienté (I,.J) vaut /2.

2. Un repére orthonormé de R3 est un triplet de vecteurs (f, J, K) orthogonaux deux o deux et de
norme unité :

I-J=0, J-K=0, K-I=0, et |[I|=|J]=1.
Le repére est direct si les angles orientés (I,.J), (J,K) et (K,I) sont tous trois égauz d /2.
Une propriété remarquable des reperes orthonormés est la propriété suivante

Théoreme 1.2 1. Soit (f, j) un repére orthonormé de R2. Alors tout vecteur i € R? peut s’écrire
sous la forme
iu=XI+YJ,
ou X,Y € R. De plus le couple (X,Y) satisfaisant cette égalité est unique, et ||| = v X2+ Y?2.
Par ailleurs, les coordonnées X etY sont obtenues en calculant

X=a-I, Y=ua-J.

- =

2. Soit (f, J, K) un repére orthonormé de R3. Alors tout vecteur i € R® peut s’écrire sous la forme
=XI+YJ+ZK ,

ou X,Y,Z € R. De plus le triplet (X,Y,Z) satisfaisant cette égalité est unique, et ||U] =
X2+ Y24 Z2. Par ailleurs, les coordonnées X,Y et Z sont obtenues en calculant

X=u-I, Y=a-J, Z=id K.

Par conséquent, ’expression de la norme d’un vecteur en fonction de ses coordonnées ne dépend pas du
choix du repere orthonormé. De la méme maniere, le produit scalaire de deux vecteurs est indépendant
du choix du repeére orthonormé.

Exemple 1.1 Soient I = (v/3/2,1/2) et J = (=1/2,4/3/2). On vérifie facilement que ||I]|> = 3/4 +
1/4=1,et |[I||2=1/4+3/4=1, et que I -J = 0, il s’agit donc d’un repére orthonormé.
Considérons le vecteur @ = (1,2) € R2. Ce vecteur s’écrit donc sous la forme @ = XTI + YJ. Ceci
s’exprime sous la forme

(1,2) = X(V3/2,1/2) + Y(~1/2,v/3/2) = (X\/i_y, X+2Y\/§> ,

qui conduit au systeme

XV3 - Y = 2
X + YV3 = 4
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O

FI1GURE 1.2 — Calcul de l'aire d’un parallélogramme

On peut résoudre ce systéme par substitution. La seconde équation permet d’écrire X = 4 —Y+/3. En
reportant dans la premiere équation, on obtient Y = Xv/3 — 2 = 4v/3 — 3Y — 2, soit 4Y = 4v/3 — 2
et finalement Y = v/3Z — 1 /2. En insérant dans 1’équation donnant X, on obtient X = 4 — YV3 =
1++3 /2. Pour conclure il faut vérifier que ces expressions satisfont bien le systéme ci-dessus, ce qui
est fait directement. La solution est donc

(X,Y):(l—ir\[\f )

Notons aussi que les coordonnées X et Y s’obtiennent directement par produit scalaire, sous la forme

- 3 > 1
X:ﬁ.1:1+*2[, Y—i.-J=3

-5
Définition 1.4 (Projection orthogonale) Dans le plan, le projeté orthogonal d’un point P sur une
droite (AB) est le point H de la droite tel que PH soit perpendiculaire a la droite (AB), ou ce qui est

équivalent, orthogonal a4 A

Par définition, le point H se trouve sur la droite (AB), et on a donc AH = \AB pour un certain réel
A. Si on note @ 'angle entre AB et ﬁ, on a AH = AP|cosf| et PH = AP|sinf)|.

Exemple 1.2 (Projection orthogonale dans le plan) On considere les points A(1,1) et B(3,0)
du plan, et le point P(5, 1), dont on cherche le projeté orthogonal H(x,y) sur la droite (AB). Le calcul

donne AB = (2, —1). L’orthogonalité s’exprime sous la forme Iﬁ’ 1 AB, soit Pﬁ . ﬁ = 0, qui s’écrit
2(b—x) — (1 —y) =0, d’ou une expression de y en fonction de x : y = 2x — 9.

Par ailleurs, le point H appartient a la droite (AB), ce qui peut s’exprimer comme ﬁ = aﬁ , pour
un certain réel a. On a donc deux équations de la forme x —1 = 2ac et y — 1 = —a. La seconde équation
donne « =1 — y =8 — 2. On en déduit © — 1 = 16 — 4z, soit © = 17/5, et donc y = —11/5.

Exemple 1.3 (Application a des calculs d’aire) Dans le plan, on considére un parallélogramme
OACB. On note H le projeté orthogonal de B sur la droite (OA), c’est a dire le point de (OA) tel que

ﬁf est perpendiculaire & (OA). On voit sur la figure [1.2] qu'’il est possible de ”découper” le triangle
OH B et le recoller de 'autre coté du parallélogramme, sans changer ’aire de celui-ci. La figure obtenue
est un rectangle, dont ’aire vaut donc

Aire(OACB) = OA.BH .

On voit aussi que laire du triangle OAB est égale a la moitié de l'aire du parallélogramme, donc

Aire(OAB) — %OA.BH .
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Remarque 1.1 (Le plan vu comme le plan complexe) A tout vecteur du plan @ = (z,y) on
associe le nombre complexe z = x + iy, appelé affixe de @. Considérons la représentation par module
et argument

z=x+iy=|z]e", ou ¢ =arg(z).

Etant donnés deux vecteurs 4 = (x,y) et 0 = (a/,y'), et en notant z et 2’ les affixes correspondantes,
calculons B
Re(22') = Re((z + iy)(2' —iy')) = z2’ +yy' = 4.7 .

Par ailleurs, on a aussi
22 = |z] |2 €¥9) | done  Re(z7) = |2 || cos(o — &) .
Comme |z| = y/22 4+ y? = ||d]|, on retrouve bien la relation

—

@0 = |d||||v]|cosf, ot O=p—¢" .

1.1.4 Déterminant, produit vectoriel, aires et volumes

Définition 1.5 (Déterminant de deux vecteurs du plan) Soient @ = (v,y),7 = (2,y') € R%
Le déterminant de ces deux vecteurs est le scalaire det(u, V) défini par

det(i,7) = xy — 2"y .
On peut vérifier les propriétés suivantes :
Propriétés 1.3 1. Le déterminant est anti-symétrique : Vi, 7 € R?, on a
det(0, @) = — det(u, V) .

2. Le déterminant est bi-linéaire :
— Vi, U,% € R, on a
det(u, v + @) = det(u, V) + det(u, W) , et det(d+ o, v) = det(d, V) + det(w, v)
— Vi, €R?>et VAER, on a
det(u, \0) = Adet(@,v) , et det(Ad,v) = \det(u, )

3. Deux vecteurs du plan i, ¥ € R? sont colinéaires si et seulement si det(#, 7)) = 0.
4. Deux vecteurs du plan i, 7 € R? sont orthogonaux si et seulement si det(i, ¥) = ||| ||7]|.

5. On note 6 = (i, ¥) angle orienté entre les vecteurs @ et ¢. Alors
det(u, ¥) = ||| ||U]| siné .

Proposition 1.1 (Aire d’un parallélogramme ou d’un triangle dans le plan) 1. On considere
un parallélogramme OAC B défini par deux vecteurs U et ¥. Son aire vaut

Aire(OACB) = | det(u, 7)| .
2. L’aire du triangle OAB défini par u et U vaut

Aire(OAB) — %| det(i7, 7)]

10
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FI1GURE 1.4 — Tllustration du produit vectoriel de deux vecteurs # et ¥ de I'espace. A droite, I'in-
terprétation en termes de la regle des trois doigts de la main droite.

Preuve : D’apres le résuﬁt précédent, en notant H le projeté orthogonal de B sur la droite (OA), et
par 0 Pangle entre @ = OA et ¥ = @, on a

Aire(OACB) = OA.BH = OA.OB|sin(0)| = |i A 7] .

Le triangle étant la moitié du parallélogramme, son aire est égale a la moitié de celle du parallélogramme,
ce qui conclut la preuve. [
Ce résultat peut aussi s’obtenir graphiquement, comme le montre la figure [I.3]

Définition 1.6 (Produit vectoriel de deux vecteurs de ’espace) Soient @ = (x,y,z) et ¥ =
(2,9, 2") deur vecteurs de R3. Le produit vectoriel de ces deuz vecteurs est le vecteur @ = i A dé
par

UANT = (y2' — 2y, za’ — 22 2y —ya') .

Le produit vectoriel de deux vecteurs est illustré en Figure [T.4]
Propriétés 1.4 1. Le produit vectoriel est anti-symétrique : pour tous %, 7 € R?,
TAU=—UNT .
2. Pour tous @, 7 € R3, @ A ¥ est orthogonal & i et ¥ :
- (UANV)=0, @ - (TAU)=0.
3. Pour tous %, 7 € R3, soit § I'angle entre @ et ¥. Alors

la A al| = [l |[v]| | sin 6] -

4. L’orientation du produit vectoriel de deux vecteurs de I'espace est donnée par la regle des trois
doigts de la main droite (voir Figure figure de droite).

11
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Définition 1.7 (Produit mixte de trois vecteurs de ’espace) Soientu = (z,y,2), v = (2',y', 2')
et 1 trois vecteurs de R3. Le produit mizte de ces trois vecteurs est le scalaire noté [u; U] et défini
par

[@; U5 W] = (WA D) -0 .
Le produit mixte est parfois appelé déterminant des trois vecteurs.

Propriétés 1.5 1. Le produit mixte est linéaire par rapport a ses trois arguments
2. 11 est anti-symétrique : pour tous i, v, @ € R3,
[0y a; 0] = —[a;o5] ,  [6 0] = @ o], [0 v d] = <@ o]
3. Il est invariant par permutation circulaire : pour tous @, ¥, % € R3,

]

Proposition 1.2 (Aire d’un parallélogramme dans 1’espace) L’aire d’un parallélogramme P en-
gendré par deux vecteurs i, v € R est donnée par

<y
g

)

B

[V ;1] = [ 105 0] =

Aire(P) = ||[u A T|| .

Preuve : Soient A, B,C et D quatre points du plan tels que E =1 et /Tﬁ = 9. Ces points forment
le parallélogramme considéré. On sait que son aire est donnée par le produit de sa base AB par sa
hauteur, qui vaut AD|sinal, o étant 'angle o« = BAD. Ceci coincide avec I'expression de la norme

du produit vectoriel. o

Proposition 1.3 (Volume d’un parallélépipéde) 1. On considére un parallélépipéde P défini
par trois vecteurs u, U et W de l’espace. Son volume vaut

Vol(P) = [[u; 7; ]| .
2. Le volume du tétraedre T défini par trois vecteurs @, U et W est donné par

Vol(T) = < ;]

Preuve :
1. On considére les points A, B,C, D tels que ﬁ = 1, x@ =7 et C"ﬁ = ﬁ = u. ABCD est
Maralléﬁpipéde. On consideére maintenant les points A’, B, C’ et D’ tels que ZX = ﬁ =
CC" = DD’ = . Les huit points ainsi construits forment un parallélépipeéde. On sait que le
volume du parallélépipede est égal au produit de 'aire du parallélogramme ABCD (qui est égale
a ||i A U]| par sa hauteur h, qui n’est autre que la longueur du projeté orthogonal de & sur I'axe
perpendiculaire a u et ¢. Ceci montre le résultat.

2. Il est possible de découper le parallélépipede en 6 tétraedres de volumes égaux, d’ou le résultat.

[ )

Remarque 1.2 Lorsque le parallélépipede est défini par les longueurs a, b, et ¢ des trois arétes issues
d’'un méme sommet et les angles a, 3 et v qu’elles forment entre elle (voir la figure |1.5)), son volume
est donné par 'expression

V = abcy/1 — cos? o — cos? B — cos? v + 2 cos a cos B cos y

12
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FI1GURE 1.5 — Parallélépipede

1.2 Géométrie affine, droites, plans, cercles

1.2.1 Géométrie dans le plan

Droites du plan

Il existe plusieurs facons équivalentes de caractériser une droite du plan. On choisit ici de donner la
définition basée sur une équation cartésienne, on verra ensuite les définitions équivalentes.

Définition 1.8 (Droite du plan) Une droite du plan est définie par une équation cartésienne, de la
forme

(D) = {M(x,y), tel que ax + by +c =0} ,

ot a, b, c sont des réels quelconques.

Remarque 1.3 L’équation cartésienne n’est pas unique, il existe une infinité d’équations équivalentes.
Par exemple, une autre équation cartésienne de la méme droite est 2ax + 2by + 2¢ = 0.

Propriétés 1.6 (Autres caractérisations) 1. Il est aussi possible de caractériser un droite du
plan par un point A de la droite et un vecteur directeur d :

(D):{M;W:AJ o A€R} .

La encore il existe une infinité de telles représentations : tout point de la droite peut étre utilisé

pour A, et tout multiple (non nul) de d est un vecteur directeur possible.

L’équivalence entre les deux caractérisations se fait comme suit. Soit A(zp,yp) un point de

référence sur la droite, et soit d = («a, 5) un vecteur directeur. Soit M (x,y) un point de la droite.
e - T oas .

L’égalité AM = A\d s’écrit (x—x0,y—10) = M e, B). Par conséquent, on a —f(x—x¢)+a(y—yo) =

0, ce qui donne ’équation cartésienne

—Bx + ay + (Bro —ayo) =0 .

Inversement, étant donnée 1’équation cartésienne de la droite, disons ax + by + ¢ = 0, on voit
facilement que le point A(—c/a,0) appartient a la droite. De plus, par identification avec le
raisonnement ci-dessus, on voit facilement que d = (—b, a) est un vecteur directeur de la droite.

2. De fagon équivalente, on caractérise une droite du plan par un vecteur normal 77 et un point A
de la droite :
(D) = {M:AM-ﬁ:O} .

de nouveau il existe une infinité de telles représentations : tout point de la droite peut étre utilisé
pour A, et tout multiple (non nul) de 7 est un vecteur normal possible.

13
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L’équivalence entre les deux caractérisations se fait de la fagon suivante. Si @7 = (a,b) est un
vecteur normal et si A(x,0,xg) est un point de celle-ci, ’égalité m -7 équivaut a a(r — xg) +
by — yo) = 0, soit ax + by — (axg + byp) = 0, ce qui est une équation cartésienne. Inversement,
partant de I’équation cartésienne ax + by + ¢, on identifie immédiatement un vecteur normal
i = (a,b), et n’importe quel point M (xg,yo) de la droite fait I’affaire.

3. Enfin, on peut caractériser une droite du plan par une représentation paramétrique
(D) ={M(z,y) :x =zg+ At, y=yo+put ot tER}.

ou A, 4 € R. La encore, le choix de la paramétrisation n’est pas unique. Une équation cartésienne
s’obtient en éliminant le parametre de ces équations. Notons aussi que d = (A, ) est un vecteur
directeur de la droite.

Il est facile de passer de 'une a ’autre de ces définitions, comme on le voit sur ’exemple ci-dessous.

Exemple 1.4 Considérons la droite définie par ’équation cartésienne
r+y—1=0.

11 est facile de voir que le point A(1,0) appartient a la droite. Si M (x,y) est un point de la droite, on
voit que I’équation cartésienne équivaut a

m'(u):o,

1) est un vecteur normal & la droite. Tout vecteur directeur 77 = (o, 5) de la droite
Ceci s’écrit

=

de sorte que 7 = (1,
est orthogonal a d.

d-i=(1,1)(,8)=a+8=0,

d’ou 8 = —a. Un choix possible est donc d= (—1,1).

Etant donné un point M et une droite (D), on définit la distance entre M et (D) comme la plus petite
distance entre ce M et un point quelconque M H de la droite. 1l est facile de démontrer (en utilisant
le théoreme de Pythagore) que le point H qui minimise cette distance est le projeté orthogonal de M
sur la droite. On a alors.

Proposition 1.4 (Distance d’un point a une droite) Soit (D) une droite définie par ’équation
Cartésienne ax + by + ¢ = 0, et soit M(xo,y0) un point du plan. Alors la distance de M a la droite
(D) est donnée par

_axo + byo + ¢

Y~ B

Cercles du plan

Définition 1.9 Dans le plan, le cercle (C) de centre A(zo,yo) et de rayon R est la courbe d’équation
cartésienne
(= 20)* + (y —y0)* = R? .

Propriétés 1.7 (Autres caractérisations) 1. L’équation cartésienne peut s’interpréter géométri-
quement comme

(C)={M(z,y) : AM = R} .
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1.2 Géométrie affine, droites, plans, cercles

2. Génériquement, ’équation cartésienne d’un cercle est de la forme
2 2 _
r+y " +tar+by+c=0.

Il est possible a partie d’une telle équation de retrouver les caractéristiques géométriques du
cercle : centre et rayon :

—a —b a? b2
A<2’2>’ R=yg 3¢
a condition que I'argument de la racine carrée soit positif.

3. Le cercle peut également étre caractérisé par une équation paramétrique

. f oz =ax() =x0+ Rcos(t)
(€)= {M($’y) { Yy y(t) =yo+ Rsin(t) ~’ he R} '

1.2.2 Géométrie dans ’espace

Plan dans I’espace

Définition 1.10 (Plan de ’espace) Un plan de l'espace est défini par une équation cartésienne
(P)={i=(z,9,2) €R*: ax +by+cz=d} ,
ot a,b,c,d sont des réels.

Notons que comme précédemment, I’équation cartésienne n’est pas unique, il existe une infinité d’équations
cartésiennes équivalentes caractérisant le méme plan.

Propriétés 1.8 (Autres caractérisations) Un plan peut également étre défini de plusieurs facons
équivalentes
1. 1l est possible de caractériser un plan de I'espace par un point A € (P) et deux vecteurs non
colinéaires 11, 2, qui en forment ce que 'on appelle une base :

(P):{M: AM = Ay + i, /\,MGR} .

Il existe une infinité de choix possibles pour A et w1, Us.

2. un plan peut aussi étre défini par un point A € (P) et un vecteur normal 7 € R3 :
e
(P):{M: AM-ﬁ:O} .

Comme précédemment, cette représentation est forment liée a la représentation par équation
cartésienne : si A(xg,yo,20) est le point considéré, et si @ = (a,b,c) est le vecteur normal,
Péquation AM -7i = 0 s’écrit a(x —x0) +b(y — yo) + ¢(z — z0) = 0, ce qui fournit directement une
équation cartésienne. Par ailleurs, étant donnée une équation cartésienne ax + by + cz + d = 0,
les nombres a, b et ¢ forment un vecteur normal 7 = (a, b, ¢).
Notons aussi que le vecteur normal peut étre obtenu a partir de la base de vecteurs du plan
1, Uy par un simple produit vectoriel : 7 = @y A .

3. Le plan peut finalement aussi étre défini par une paramétrisation

=z(t,s) =ait+pis+m

:y(t,s) :Oé2t+528+72 s t,SGR )
=2z(t,s) =asgt+PGzs+73

(P): M(:U,y,z):

ISI SO
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1 Géométrie

FI1GURE 1.6 — Plan affine : deux vecteurs du plan non colinéaires, et un vecteur normal.

ou les coefficients o, ag,...7v3 sont des réels. On peut vérifier que 77 = aq, g, a3) et iy =
b1, B2, B3) forment une base du plan pouvant étre utilisée pour le caractériser, avec le point
A(71,72573)-

Exemple 1.5 (Plan affine) On considere le plan d’équation Cartésienne x — 2y + z = 1.
— On voit facilement que A(1,0,0) € (P). L’équation Cartésienne s’écrit sous la forme (z — 1) +
y+2z=AM -7i=0,oun = (1,—2,1) est un vecteur normal au plan.
— Avec le point A obtenu ci-dessus, on a donc

m:(x—l,y,z):(x—l,y,l—x—l—Qy):(m—l).(l,O,—1)+y.(0,1,2) )

— - -
et AM s’écrit donc comme combinaison linéaire des vecteurs dy = (1,0, —1) et dy = (0,1,2). On
vérifie aussi que d; Ads = (1,-2,1) = 7.

Droite dans I'espace

Définition 1.11 (Droite de ’espace) Une droite de l’espace est définie par deux équations cartésiennes
+by+cz = d

D)={M R:: W

) = { MGy erss NS

ot a,a bt ,c,c,d,d sont des réels.

Propriétés 1.9 (Autres caractérisations) 1. Définie par un point A € (D) et un vecteur direc-
teur d € R®
— N
(D) = {M CAM =M A e R} . (1.1)

2. Définie par un point A € (D) et deux vecteur normaux non colinéaires 71,7 € R?

(1.2)

(D) = {Mm: AM i =0 et m-a:o}
Notons au passage que les deux équations AM -7y = 0 et AM - 715 = 0 fournissent directement
deux équations Cartésiennes; par exemple, si A est un point de coordonnées A(u,v,w) et si
i1 = (a,b,c), équation AM - fip = 0 équivaut a a(z — u) + b(y — v) + ¢(z — w) = 0, soit
ax + by + cz = au 4+ bv + cw := d. Similairement 'autre vecteur normal fournit une autre
équation Cartésienne.
Notons aussi que le produit vectoriel d= 11 A 1l fournit directement un vecteur directeur de la
droite.
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1.3 Transformations du plan

3. La droite peut finalement aussi étre définie par une paramétrisation

x =z(t) =aat+ 5
agt+ B2 ,teER
z =2(t) =oast+ B3

—~
T
~—
I
=
K
s
N
~—
<
I
<
—~
~
~—
I

ou les coefficients o, ag, . . . v3 sont des réels. On peut vérifier que di = (aq, a2, a3) est un vecteur
directeur de la droite, pouvant étre utilisé pour la caractériser, avec le point A(f1, B2, 53).

Distances dans I'espace

La distance entre deux points de I’espace est bien connue. La distance entre un point M et une droite
(ou un plan) est définie comme la distance entre M et le point le plus proche de la droite (ou du plan),
c’est & dire son projeté orthogonal sur la droite (ou le plan), voir Figure

FIGURE 1.7 — Distance d’un point & une droite dans le plan (gauche), et d’un point & un plan dans
I'espace (droite).

Proposition 1.5 (Distances dans ’espace) 1. FEtant donnés deuz points M (z,y, z) et M'(2',y/, '),
la distance entre < M et M’ vaut

AL M) = & =P+ (y =y + (= )7

2. La distance entre un point M et une droite définie par un vecteur directeur d et un point My est

donnée par
Hd’ A MMOH
d(M, (D)) = =

17|

3. La distance d’un point M (xo,yo,20) @ un plan (P) d’équation ax + by + cz +d = 0 est donnée

par
_azo + byo + czo + d

N Y e

1.3 Transformations du plan

Une transformation du plan est une application bijective du plan : chaque point a un unique antécédent.
On notera Id I'application identité.

1.3.1 Définitions : translation, réflexion, rotation, homothétie, similitude

Définition 1.12 (Translation) Soit @ un vecteur du plan. La translation de vecteur @ est la trans-

formation associant a tout point A du plan le point B tel que /ﬁ = 4. On note tgz la translation de
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1 Géométrie

vecteur U.

En notant @ = (a,b) la translation associe donc a tout M(x,y) le point M'(z',y") défini par

¥ = z+a
y o= y+b

Propriétés 1.10 1. L’identité est la translation de vecteur nul ¢, la composée de deux translations
tz et ty est la translation ¢z, 5 de vecteur @ + v, I'inverse d’une translation ¢z est la translation
t_; de vecteur —1.

2. La composition des translations est commutative : étant donnés deux vecteurs @, 7 € R?, tyoty =

tgry = ty o ty.

Définition 1.13 (Réflexion, ou symétrie axiale) Soit (A) une droite du plan. La réflexion d’aze
(A), ou symétrie axiale d’aze (A) est la transformation s(ay qui @ tout point A du plan associe le point
B tel que (A) soit la médiatrice du segment [AB]. On lappelle également symétrie axiale par rapport

i (A).

Soit M (x,y), soit M'(z,y’) son image par la symétrie d’axe (A). Si on note I(zg,yo) € (A) le milieu
de [MM'], on a alors MM’ = 2M I, soit

¥ =2xg—x, ¥ =2y—vy.

Notons que I est le projeté orthogonal de M sur (A). Il faut aussi noter que x et yo dépendent de
M.

Exemple 1.6 Soit {7, 7} un repére orthonormé du plan, et soit O l'origine.

— La symétrie d’axe O7 associe a tout point M (x,y) le point M'(x’,y’) tel que la médiatrice de

[M M'] soit 'axe O7F. On a donc
sop(M) = M(-z,y) .

— La symétrie d’axe (O7) associe a tout point M (z,y) le point M'(z’,y’) tel que la médiatrice de

[M M’] soit 'axe O7. On a donc
sion(M) = M(x, —y) .

— Considérons la droite (D) d’équation cartésienne 22 +y — 3 = 0. Un vecteur normal de (D) est
le vecteur 7 = (2,1), et un vecteur directeur est d = (1, —2). Considérons un point My (z,y) du
plan, soit M’ son image par symétrie par rapport a (D). Soit I(zg,yo) le projeté orthogonal de
M sur (D). On a donc 2z9 +yp —3 =0, et IM L d donne z — z¢ — 2(y — yo) = 0. La premiere
équation donne yg = 3—2x, et en insérant dans la premiere on obtient z—x9—2(y—3+2z¢) = 0,
soit zg = (x — 2y +6)/5, et en reportant dans l’autre équation on obtient yo = (—2x +4y +9)/5.
De 1a on peut déduire (2/,y').

Propriétés 1.11 1. La symétrie axiale est une involution : sz) o s(a) = Id, il en résulte qu'une
symétrie axiale est sa propre inverse : s(_Al) = 5(A)-

2. Tl est possible de démontrer (voir TD) que la composée s; o sy de deux symétries axiales s; et so
d’axes respectifs (Dj) et (D), est soit une translation soit une rotation
— Si(Dq) et (D2) sont paralleles, soit @ un vecteur normal a (D1 ), de norme ||@|| = 2d((D1), (D2))
égale au double de la distance entre (D7) et (D2) et orienté de (D2) vers (Dy). Alors sj0s9 = t3.
— Si (Dy) et (D) sont sécantes, soit O leur intersection. Alors s; o s2 est la rotation de centre
O et d’angle ((Dy), (D2)).
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1.3 Transformations du plan

Définition 1.14 (Rotation) Soient A un point du plan et 6 un réel. La rotation de centre A et
d’angle 0 est la transformation raA (que l'on peut aussi noter rg s’il n’y a pas d’ambigiiité sur le centre)

qui a tout point B du plan associe le point C' du cercle de centre A et de rayon AB tel que BAC = 0.

Soit A(a, b) le centre de la rotation, et soit 6 son angle. Soit M (x, y) un point du plan, et soit M'(z’,y') =

r4{(M) son image par la rotation. Le calcul montre que

¥ = a4+ (x—a)cosf+ (y—b)sind
Yy = b+ (x—a)sinf+ (y—0b)cosb .

Cette expression est facile a obtenir a partir de la représentation complexe du plan et des transforma-
tions du plan.

Propriétés 1.12 1. L’identité Id est la rotation d’angle nul (quel que soit le centre), la composée
de deux rotations 7“&4 et r‘g de méme centre A est la rotation d’angle o + 5 de méme centre.
L’inverse d’une rotation de centre A et angle « est la rotation de centre A et d’angle —a.

2. La composition de deux rotations de méme centre est commutative : pour tous réels «, 8 et tout

point A du plan, 74 o r‘g = Té-h@ = r’g ord,

3. Plus généralement, il est possible de montrer que la composée de deux rotations est soit une
rotation soit une translation.

Définition 1.15 (Homothétie) Soient A un point du plan et A\ un réel non nul. L’homothétie de
centre A et de facteur X\ est la transformation hf (que l’on peut aussi noter hg s’il n’y a pas d’ambigiité

sur le centre) qui a tout point B du plan associe le point C' tel que B = \AB.

Si A(a, b) est le centre de ’homothétie, alors en notant M (z,y) et M'(2',y') = h{{(M), on a (2’ —a) =
Mz —a) et (y —b) = Ay — b), soit donc

{ac’ = a+ Az —a)
y = b+Ay-0b)

Propriétés 1.13 1. L’identité Id est 'homothétie de rapport 1 (quel que soit le centre), la composée
de deux homothéties hf et hﬁ de méme centre A est ’homothétie de rapport Ay de méme centre.
L’inverse d’une homothétie de centre A et rapport A\ est ’homothétie de centre A et de rapport
1/A.

2. La composition de deux homothéties de méme centre est commutative : pour tous réels A, u et
tout point A du plan, hf o h;‘ = hfu = h;‘ o h’/{‘.

On définit généralement les similitudes du plan comme les transformations qui préservent les angles
et les rapports de distances (en d’autres termes, qui multiplient toutes les distances par une constante
positive fixe k appelée rapport de similitude). L’image d’une figure par une similitude est une figure
semblable, c’est-a-dire intuitivement “de méme forme”. Les similitudes directes préservent ’orientation,
les similitudes inverses inversent 1’orientation.

Définition 1.16 (Similitude directe) Soient A un point du plan, 0 un réel et A\ un réel non nul.
La similitude directe de centre A, d’angle 0 et de rapport \ est la composée commutative simg‘%)\ =

hforé“:ré“ohf.
Propriétés 1.14 1. Cette définition fait sens car on peut bien vérifier que la composition d’une

rotation et d’'une homothétie de méme centre commutent. On pourra le vérifier directement en
représentant ces transformations dans le plan complexe.
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1 Géométrie

FIGURE 1.8 — Gauche : les formes de méme couleur sont semblables; droite : Le L bleu est 'image
du L noir par une similitude directe de rapport plus grand que 1 (agrandissement), le
L inversé rouge est I'image du L noir par une similitude indirecte de rapport plus petit
que 1 (réduction). Figures tirées de ’encyclopédie en ligne Wikipedia

S

PO

FIGURE 1.9 — Transformations du plan : le point original est A, B est obtenu par rotation d’angle 6,
C est obtenu par homothétie de rapport A =~ 1.8, D est obtenu par similitude directe
(composition des deux transformations précédentes), F' par symétrie d’axe Oy et F' par
similitude indirecte (composition de symétrie par rapport a 'axe Ox et homothétie de
rapport \' ~ 1.3.

2. La composition de deux similitudes directes de méme centre est une similitude directe de méme
centre, et de rapport égal au produit des deux rapports. Par conséquent, la composition des
similitudes est commmutative.

3. Une similitude directe de rapport 1 est appelée déplacement.

Définition 1.17 (similitude indirecte) Soient A un point du plan, (A) une droite passant par A
et A un réel non nul. La similitude indirecte de centre A, d’aze (A) et de rapport \ est la composée
commutative sim(ay \ = hf ©S(A) = S(A) © hf.

Remarque 1.4 La composition de deux similitudes indirectes ne produit pas une similitude indirecte
en général, méme si ces deux similitudes ont méme centre.

Théoréme 1.3 (Propriétés principales) 1. Toutes les transformations ci-dessus préservent les
angles non-orientés; en particulier elles conservent l’alignement (on dit que ce sont des trans-
formations affines).

2. Les translation et rotations sont des isométries : elles conservent les distances.
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1.3 Transformations du plan

3. Les similitudes (directes ou indirectes) sont des quasi-isométries : elles multiplient toutes les
distances par un méme scalaire (la valeur absolue de leur rapport).

4. Les translations et les similitudes directes sont des transformations directes : elles préservent
lorientation (c’est a dire les angles orientés).

5. Les similitudes indirectes inversent l’orientation.

1.3.2 Interprétation dans le plan complexe

On a vu plus haut que le plan Euclidien peut étre mis en correspondance bijective avec le plan
complexe : si M (a,b) est un point du plan, on note z = a + ib € C le nombre complexe correspondant,
appelé affixe de M. De la méme fagon, les transformations du plan peuvent étre représentées par des
fonctions f : C — C. On en donne quelques exemples ci-dessous

1. Translations : soit @ = (z,y) € R?, et soit ¢z la translation associée. Dans le plan complexe, la
translation est représentée par la fonction

fiz=a+ib— f(z) =242z, ou zz=x+1iy.
2. Rotations : Soit 6 € [0, 27[; la rotation 7y de centre O et d’angle 6 est représentée par la fonction
frz=a+ib— f(z) =€’z
plus généralement, la rotation d’angle 6 et de centre C' est associée a la fonction
frz=a+ibeC— f(z)=z2c+¢e".(z— 20) ,

ou z¢ est I'affixe du point C' du plan.

3. Homothéties : Soient C' un point du plan et A un réel positif; I’homothétie hg de centre C et de
rapport A est représentée par la fonction

fiz=a+ib— f(2) =zc+ (2 — z¢) ,

ol z¢ est 'affixe du point C' du plan.

4. Réflexions particulieres : La réflexion par rapport a I'axe (O,7) est représentée par la fonction
frz=a+ib— f(z)=7%,
et la réflexion par rapport a axe (O, )) est représentée par la fonction

g:z=a+ib—g(z)=-%.
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CHAPITRE

2
Nombres complexes

2.1 Définitions, propriétés

2.1.1 Définitions

Un nombre complexe est un nombre de la forme

z=a+1ib, abeR,

iZ=-1.

On appelle a la partie réelle de z, notée a = PRe(z) et b la partie imaginaire de z, notée b = TJm(z).
Lorsque b = 0 alors z = a € R, par conséquent R C C. Les nombres complexes dont la partie réelle est
nulle s’appellent des nombres imaginaires purs.

Au méme titre que les réels, les nombres complexes peuvent étre additionnés. On écrit ainsi

(a+ib) + (a' +it)=(a+d)+i(b+¥),

et en tenant compte du fait que i? = —1,

(a +1b).(a' + V') = (ad’ — bb') +i(ab' + ba') .

Propriétés 2.1 1. Commutativité de I'addition : V2,2’ € C,on a z + 2’ = 2/ + 2.

2.

N e w

Associativité de laddition : Vz,2/,2” € C,on a (24 2') + 2" =z + (' + 2").

Elément neutre pour ’addition : 0 est élément neutre pour ’addition : V2 € C,0+2z =2+0 = z.
Opposé d'un complexe : Vz =a+ib € C, —z = —a — ib est 'opposé de z : z 4+ (—z) = 0.
Commutativité de la multiplication : Vz,2’ € C, on a 2.2/ = 2/ 2.

Associativité de la multiplication : Vz, 2/, 2" € C, on a (2.2/).2" = z.(2'.2").

Elément neutre pour la multiplication : 1 est élément neutre pour la multiplication : Vz € C,
lz=21==z.

Inverse d'un complexe : Vz = a +ib € C, z # 0, il existe un complexe noté 2! tel que z.27! =

2712 = 1. Le calcul montre que z~! = (a — ib)/(a® + b?).

Définition 2.1 On peut associer a tout complexe z = a+ib € C le point M (a,b) du plan. On dit que
z est Uaffize du point M. Cette correspondance est bijective, et est illustrée dans la Figure[2.1].
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2 Nombres complexes

b

—
J
- O

FIGURE 2.1 — Correspondance entre I’ensemble C des nombres complexes et le plan : le point M (a,b)
est associé au nombre complexe z = a + ib. z est affixe de M.

2.1.2 Conjugué, module

Définition 2.2 Soit z = Re(z) — i Im(z) € C. Son conjugué est le nombre complexe Z défini par
Z=%Re(z) —iJm(z), ze€C.
Le module de z le réel positif ou nul défini par
lz|=v2z, zeC.

Notons que si a, b sont réels,

a+ib=a—1ib, la +ib| = Va? + b2 .

Propriétés 2.2 Pour tous z,2 € C, on a
1. 2=z
242 =747
.z =22
. z=0si et seulement si |z| = 0.

2
3
4
5. Re(z) = (2 +72)/2, et Im(z) = (2 — Z)/2i.
6. |2.2/| = |z|.|7|.

T2+ 2 <2+ 2.

8

. 2.2/ =0 si et seulement si z =0 ou 2/ = 0.

2.1.3 Représentation géométrique d’un nombre complexe

Comme on ’a vu, on associe a tout complexe z = a+ib € C (ou1 a,b € R) le point M (a,b) du plan. on
a alors la correspondance entre le module de z et la distance de M a lorigine (voir Figure [2.1)) :

OM = |OM| = Va® + 02 = [2] .

Définition 2.3 Soit z € C, soir M le point du plan d’affive z. L’argument de z, noté arg(z), est
langle (orienté) formé par OM avec l’axe Ox :

arg(z) = (7,0M) .
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2.1 Définitions, propriétés

Théoréeme 2.1 Soit z € C. Il existe un unique v € Ry et un unique 0 € [0, 27| tels que

z=r(cosf +isinf) .

Preuve : Soit z = a + ib avec a,b € R, et soit M(a,b) le point du plan d’affixe z. On a donc r =
|OM|| = Va2 + b2 = |z|, et soit 6 'angle (7, O_]\>4) On a bien a = rcosf et b = rsind, et 6 est unique
si on limite le choix & un intervalle de longueur 27 (come par exemple [0, 27[ ou [, 7[). [ )
Ainsi r n’est autre que le module de z, et on note le complexe z sous la forme

y = Tei@ _ ’Z| eiarg(z) 7

cette forme est appelée écriture polaire de z, par opposition a ’écriture algébrique z = a + b.

Remarque 2.1 On a fait le choix ici de limiter ’argument & prendre ses valeurs entre 0 et 27, c’est
ce que l'on appelle choisir une détermination pour 'argument. On aurait aussi pu choisir § € [, 7],
ou tout autre intervalle de longueur 27.

On utilisera 'opération modulo : 'expression #[mod 27| produit un angle égal & 0 — 27k, ou k est ’entier
tel que 0 — 27k € [0, 2x]. Un tel entier k est unique.

Exemple 2.1 Soit z = 1 — /3. On voit facilement que |z| = v/ + 3 = 2. Par ailleurs, on a Re(z) =
1 =z|/2 et Im(z) = —v/3 = —|z|v/3/2. Par identification, 6 est I'unique angle compris entre 0 et 27
tel que cosf = 1/2 et sin = —+/32, & savoir § = 57/3. On a donc z = 2¢%7/3,

Théoréme 2.2 Soient z,z € C. Alors
2.2 = |z].|¢'| , et arg(z.?') = (arg(z) + arg(z’)) [mod2n] .

Preuve : La premiere assertion a déja été démontrée, mais peut se retrouver en utilisant ’écriture
. . ; 0 ; /

polaire. Soient z = e et z = 1€’ . On a alors zz = r’e®+%) le module de 2z’ vaut donc |2.2/| =

r.or’ = |z|.|7|, et Pargument de 2.2’ vaut (8 + ¢’) [mod 27]. [

Dans le méme ordre d’idées, si z, 2’ € C avec 2’ # 0, alors

2]

=g o o (3) — (arg(z) — arg(z)) [mod2n] .

z

Z/

Exemple 2.2 Soient z =1+ et 2/ = /3 — 4. Calculons

z_ l+i (1+9)(V3+d) _ (\/3—1)+i(\/§+1):\/§—1+2.\/§+1.

7 V3—i 3+1 4 4 4

Par ailleurs, on peut calculer aussi

1
2l =v2, |Z|=+v10, don

% )

Z/
et

11 5
= % , dou arg(z/) = l—g .

Remarque 2.2 1. Soit § € [0,2x]. Alors pour tout z = a + ib € C (avec a,b € R), en notant
2 =d +it =€z on a

e
arg(z) = 7 arg(z')

a =acosf —bsinf , b =asin® + bcosb .

Ainsi, le point M d’affixe z est transformé en le point M’ d’affixe 2/, et par identification on
reconnait la I’expression d’une rotation de centre O et d’angle 6.
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2 Nombres complexes

2. Dans le méme ordre d’idée, soit A € Ry. On considere la transformation associant a tout z =
a+ib € C (avec a,b € R) le complexe 2’ = a’ + b’ = Az. On a alors

ad =M, b =M\b,

et on reconnait 'action de I’homothétie de centre O et de rapport A.

3. En composant les deux, on voit que la transformation z € C — 2’ = vz, ot v € C n’est autre
que la simitude de centre O, de rapport || et d’angle arg(~).

4. On verra plus loin d’autres exemples de transformation du plan.

2.1.4 Formule de Moivre, formule d’Euler

Les deux formules qui suivent sont d’une grande importance pratique, car elles permettent de simplifier
des calculs compliqués.

Théoréme 2.3 (Formule de Moivre)
(cos(nf) + isin(nd)) = (cos @ + isin )" .
Preuve : 11 suffit d’utiliser I’expression polaire :
(cos B 4 isin )" = e™? = cos(nh) + isin(nb) ,

ce qui est le résultat recherché. [
Cette formule est utilisée pour rechercher les puissances n-iemes de nombres complexes sous forme
trigonométrique :

2" = r"(cos(nb) + isin(nh) )

ainsi que pour obtenir les formes de cos(nf) et sin(n#) en fonction de sin(6) et cos(f) (et inversement)

Exemple 2.3 Par exemple, pour avoir cos(26) et sin(26), on écrit :
(cos B + isin 6)? = cos(26) + isin(26)

On a:
cos? 0 + 2icos O sin @ — sin? § = cos(260) + isin(26) .

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient les deux égalités suivantes :
cos(26) = cos® § —sin® 6 , sin(260) = 2 cosfsin .
On obtient de fagon similaire des expressions pour cos(nf) pour tout entier n.

Rappel : (formule du binéme de Newton) On rappelle le résultat important suivant (voir Sec-
tion pour plus de détails) : pour tout entier positif n, et pour tous a,b € C, on a

n 0\ bk . n\ n!
(a+0b) —kz<k>ab , ou (k)_k!(n—k)!'
=0

Exemple 2.4 (Polynémes de Chebyshev) La formule de Moivre donne :

cos(nf) + isin(nf) = (cosf +isinf)" = Z i? (n> cos" P Osin’ 6 .

p=0 P
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2.1 Définitions, propriétés

En prenant la partie réelle et en posant p = 2k, il vient :
cos(nf) = T, (cosf)

ou T, est un polynoéme de degré n, appelé polynéome de Chebyshev.

L= (50 a - xy

0<2k<n

Théoréme 2.4 (Formule d’Euler)

¢t 4 it . pif _ it
cosf = ——— | sin = ———
2 21

Preuve : La encore il suffit de faire le calcul. Par exemple, pour la premiere des deux égalités,
e 47 = cos @ + isinf + cos(—0) + isin(—6) = 2cos b ,

d’apres la parité du cosinus et I'imparité du sinus. Ceci conduit au résultat. La seconde se montre de
facon identique. [ )
On peut voir ce dernier résultat de facon plus géométrique : e se trouve sur le cercle trigonométrique.
e~ est son symétrique par rapport & Paxe réel, la somme des deux est donc réelle, et égale & deux

fois la partie réelle de €, donc 2 cos 6. Le méme raisonnement s’applique pour le sinus.

Exemple 2.5 (Linéarisation) Calculons

i0 —i0\ 3 3i0 i0 —i0 —3i6
1
cos® 0 = <6 +26 ) S +86 e =1 [cos(360) + cos(8)] .

Ceci permet de simplifier certains calculs, par exemple d’obtenir une primitive de cos? 6, & savoir

/COS3 0do = i/ [cos(360) + cos(0)] db = % [sin(30) + 3sin(0)] .

2.1.5 Complexes et géométrie du plan

Considérons le plan, muni d’un repére orthonormé (7,7) et d’une origine O.
On a vu que ’équation cartésienne d’'une droite du plan est une équation de la forme

ar +by+c=0,

ou a, b et c sont des réels.
Notons z = x + iy Paffixe du point M (x,y) du plan. On a vu que z+z = 2z et z —z = 2iy. L’équation
s’écrit donc

a(z+%)—ib(z—2)+¢/2=0.

En posant w =a+1ib € C, et k = ¢/2 € R, on a donc montré

Théoréme 2.5 (Equation d’une droite) Une équation cartésienne d’une droite dans le plan com-
plexe est de la forme
wz+wz+ k=0,

ouweCetkeR.

Remarque 2.3 Notons que w = a + b est 'affixe du point N du plan tel que OW =17 = (a,b),
vecteur normal a la droite.
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2 Nombres complexes

Exemple 2.6 On considere la droite d’équation 2x + 3y + 4 = 0. Son équation complexe est de la
forme (2+3i)z+ (2—3i)z+2=0.

Dans le méme ordre d’idées, considérons le cercle de centre Q(«, 3) et de rayon R. Un point M (x,y)
appartient au cercle si et seulement si (z — a)? + (y — 8)? = R?, ce qui équivaut a

|Z - w|2 = R2 )
ou z = x + 1y est l'affixe de M et w = a4 i3 est 'affixe de ). En développant, on obtient

Théoréme 2.6 L’équation cartésienne d’un cercle de rayon R dans le plan complexe est de la forme
2)? — 2w — 2w + (lw]* = R*) =0,

ou R € Ry est le rayon du cercle, et w € C est laffixe du centre du cercle.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.7 Soit A, B deux points du plan et k € RT. L’ensemble des points M tel que

MA
MB
est
— wune droite qui est la médiatrice de [AB], si k=1,
— un cercle, sinon.

2.2 Racines complexes

2.2.1 Racines d’'un nombre complexe

Définition 2.4 1. Une racine carrée (complexe) d’un nombre compleze z € C est un nombre com-
plexe w vérifiant w? = z. Tout nombre compleze a evactement deus racines carrées (complexes)
opposées, distinctes, excepté 0, dont 0 est la seule racine carrée. Par exemple, les deux racines
carrées (complezes) de —1 sont i et —i.

2. Plus généralement, une racine n-ieme de z est un nombre complere w vérifiant w™ = z. Hormis
0, tout nombre complexe admet exactement n racines n-iemes distinctes.

Pour calculer la racine n-iéme d’un nombre complexe z, le plus simple est d’exprimer z sous forme
polaire :
z=re" | r=]|z|, § =arg(z) €[0,2n] .

Cherchons maintenant w € C, racine n-ieme de z, donc tel que w™ = z. En mettant w sous forme
polaire

I'égalité w™ = 2z conduit a
prt=r, na = 60 [mod 27| .

Exemple 2.7 Cherchons les racines troisiemes de 1. On écrit donc 1 = e°*?, les racines sont de la
forme e avec § = 2kn/3, k =0,...2. Les racines troisiemes sont donc

. 143 . —1-iV3
e’ =1, j:e2”/3:_;“f, j2=€4m/3:22\f.

On peut par ailleurs noter que 1+ j + j2 = 0.
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2.2 Racines complexes

FIGURE 2.2 — Représentation graphique des racines troisiemes de 1 et —1.

Exemple 2.8 Dans le méme ordre d’idées, les racines N-iemes de I’'unité sont les N nombres complexes
de module égal & 1 et d’argument 2nw/N, n=0,...N —1

fp=em™N - p=0,...N—-1.

Propriétés 2.3 1. On rappelle 'expression de la somme d’une série géométrique finie de raison

weC: Nt
N 1— +
an: ﬁ siw#1
n=0 N+1 sinon

2. On rappelle aussi qu’a la limite N — oo, cette série est convergente si |w| < 1.

3. Soit maintenant w une racine N-ieme de z € C, telle que w # 1, et calculons
N-1 N

Z wn _ 1—w _ 1—=z2

1—w 1—w

n=0

Donc, dans le cas particulier ou z = 1, on voit que cette somme est nulle : la somme des puissances
entieres d’une racine de I'unité différente de 1 est nulle.

Dans le cas particulier N = 3, on retrouve ainsi I'égalité 1 + j + j2 = 0.

2.2.2 Racines complexes d’équations du second degré

Une équation du second degré, ou équation quadratique, est une équation polynomiale de degré 2,
c’est-a-dire qu’elle peut s’écrire sous la forme :

ar® +br+c=0, (2.1)

ol x est l'inconnue et les lettres a, b et ¢ représentent les coefficients, avec a # 0.

On sait que dans I’ensemble des nombres réels, une telle équation admet au maximum deux solutions,
qui correspondent aux abscisses des éventuels points d’intersection de la parabole d’équation y =
ax® + bz + ¢ avec l'axe des abscisses dans le plan muni d’un repere cartésien. La position de cette
parabole par rapport a l’axe des abscisses, et donc le nombre de solutions (0, 1 ou 2) est donnée par
le signe du discriminant

A =b*—4dac . (2.2)

Ce dernier permet également d’exprimer facilement les solutions, qui sont aussi les racines de la fonction
du second degré associée. Une interprétation graphique se trouve sur la figure 2.3 : les solutions de
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2 Nombres complexes

FIGURE 2.3 — Equation du second degré et interprétation géométrique

I’équation sont les abscisses des points d’intersection du graphe de la fonction f(x) = ax? 4 bx + c et
de 'axe des .

Sur le corps des nombres complexes, une équation du second degré a toujours exactement deux racines
distinctes ou une racine double.

On suppose que a, b et ¢ sont trois nombres complexes tels que a soit non nul. Il est toujours possible
d’écrire ’équation sous la forme canonique. En simplifiant par a, ’équation est équivalente & :

b2 A
_ — A = b® — 4dac.
(:L‘ + 2a> 102 0 avec b ac

Soit § une racine carrée du discriminant. L’équation se résout alors comme dans le cas réel, c’est-a-dire

qu’elle s’écrit :
b\> 6\ )
_ — _ = = A
<x + 2a> <2a> 0 avec 1)

L’identité remarquable traitant de la différence de deux carrés permet encore d’écrire dans I’ensemble

des nombres complexes :
+ i + i + i — i =0
v 2a  2a v 20 2a)

On a donc montré

Théoréme 2.8 Une équation du second degré a coefficients dans les nombres complexes admet deux
solutions z1 et z. Si le discriminant est nul, les deux solutions sont confondues. Dans le cas général,
les solutions s’écrivent :

_ =b+d _=b—=9

21 = 22 =

avec 62 = A = b% — 4ac.
2a 2a

Remarque 2.4 Si les coeflicients a, b et ¢ sont réels, le discriminant A est réel lui aussi.
— Si A > 0, on a deux racines réelles

b+ VA _—b—VA

21 zo =
2a 2a

— Si A =0, on a une racine double (ou de multiplicité 2)
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2.2 Racines complexes

— Si A < 0, les deux racines sont complexes conjuguées 1'une de 'autre

—b+iv/|A = —b —i/|A|
a ’ - 2a '

zZ1 = 9

Exemple 2.9 1. Considérons I’équation

22 4+22-2=0.

Le discriminant vaut A = —4 4+ 8 = 4, il est donc réel positif. On a deux racines distinctes
—2i+ 2 —2i— 2
zlz%zl—i, zng:—l—i.

2. Considérons ’équation
22 42iz-1=0.

Le discriminant vaut A = —4 44 = 0, il y a une racine de multiplicité 2
zZ=—1.

3. Considérons I'équation
24+2iz24+i=0.

Le discriminant vaut A = —4 — 4i = —4(1 4+ i) = 41/2¢”/4. Une racine carrée de A est
6= 2\4@65”/ 8, et on a donc deux racines distinctes

—2i + 2+/2€%7/8

21 = 5 = v/2cos (%)—i—i(—l—l— v/2sin (%’r)) ,
_9; _ 94/ bir/8
Zog = 2 22\56 = —+v/2cos (‘%)4—1’(—1— {‘/isin(%”)) .

Nous venons de voir que toute équation du second degré du type (2.1) admet deux racines complexes
(éventuellement confondues), données dans le théoréeme En notant

Q(x) = ax® +bx + ¢
le polynéme du second degré correspondant, ceci conduit a la factorisation
Q(z) =alx — z1)(x — 22) .

Nous allons voir dans le Théoreme [2.9 ci-dessous un résultat analogue valide pour des polynémes de
degré quelconque. Auparavant, il est utile de faire une petite remarque.

Remarque 2.5 En développant l'expression factorisée de Q(z) et en identifiant avec I'expression de
Q, on obtient la forme suivante de la somme et du produit des racines :

b c
S=z1+z2g=—, P=zizg=—.
a a

Théoréme 2.9 (Théoréme fondamental de I’algébre, ou de d’Alembert—Gauss) Soit
P(2) = anz" + an—12""' + -+ a1z + ag

un polynome a coefficients complexes et de degré n. Alors l’équation P(z) = 0 admet exactement n
solutions complexes comptées avec leur multiplicité. En d’autres termes il existe des nombres complexes
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21y, 2n (dont certains sont éventuellement confondus) tels que
P(z)=an(z—2z1)(z—22) ... (2 — zn) .

Remarque 2.6 Ce résultat est un résultat d’existence : il dit que la factorisation est possible... mais
ne décrit pas comment 1’obtenir. Nous savons comment le faire dans le cas n = 2, et on peut montrer
qu’il existe des méthodes pour les cas n = 3 et n = 4. Par contre, dans le cas n > 5, une théorie due a
E. Galois montre qu’il n’est plus possible de construire une méthode générique permettant de calculer
les racines.

Remarque 2.7 Il existe certaines équations de degré supérieur a 2 qui peuvent étre résolues simple-
ment avec les techniques vues ci-dessus.
— Equations bicarrées : Une équation de la forme

ax® + b’ + ¢

peut étre facilement résolue en remarquant que comme elle ne fait pas apparaitre de terme de
degré impair, on peut poser 22 = X ce qui ramene & résoudre 1’équation

aX?+bX +¢=0,

ce que 'on fait par la méthode habituelle. On obtient donc deux racines X et Xy (généralement
complexes, éventuellement confondues), dont on doit prendre les racines carrées pour obtenir les
racines de I’équation initiales. Ces dernieres sont donc de la forme £X 11 /% ot :|:X21/ 2,

— Equations du troisieme degré : il existe des techniques générales permettant de résoudre des
équations du type

ar® + b’ +cx+d=0.

— Une premiere consiste a chercher une ”racine évidente”. Par exemple, on peut montrer que
s’il existe une racine entiere, alors d/a doit étre entier, et cette racine doit nécessairement
étre un diviseur de d/a. En notant z; une telle racine évidente (si on la trouve), on a alors
nécessairement une factorisation de la forme

ax® +bx? +cx +d = a(x — 1) (2% + ax + B) ,

ou « et B sont deux scalaires a identifier. Une fois ceci fait, les deux racines manquantes de
I'équation du troisieme degré sont les racines de I’équation z? + ax + 3 = 0.
— Pour les équations de degré trois du type

4 pr+q=0,

il existe une formule explicite, appelée formule de Cardan, qui donne les racines... et n’est
pas au programme.

Exemple 2.10 On considere ’équation du quatriéeme degré
at—322+2=0.

Posons X = 22, ’équation devient
X2 _-3X+2=0,

le discriminant vaut A =9 — 8 = 1, donc les racines sont

X1=2, Xo=1.
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Les racines de I’équation bicarrée sont donc

1131:\/5, :L'2=—\/§, :L‘3:1, g =—1.

Exemple 2.11 On considere ’équation du troisieme degré
23— 622 +Tx+4=0

Posons
P(x)=a® 62>+ Tz +4 .

Les racines évidentes, s’il en existe, sont a chercher parmi les diviseurs de 4, c’est a dire +1, 2 et
+4. On constate que P(4) = 0, z¢p = 4 est racine. P(z) admet un facteur égal a (x —4). On va donc
chercher des nombres « et 3 tels que

P(z)=(z—4)(z* + az + B) .
En développant ce produit, on obtient
P(z) = 2° 4+ (a — 4)2* + (B — o)z — 453 .

Par identification, on est conduit & poser —48 = —4 et « —4 = —6, soit § = —1 et a = —2.
Pour finir cette partie du travail, on vérifie bien en développant

23— 622 +Tr+4=(x—4)(x? —22-1).
Pour trouver les autres racines, s’il y en a, il suffit de résoudre 1’équation
2 —22—-1=0.
Le discriminant vaut A = 8, d’ou on déduit les racines de 22 — 2z — 1, qui sont

:2_\@:1—\@.

2 8
+\f:1+\/§7 S

2

r1 = xI9

La liste de toutes les racines de I’équation 3 — 622 4 7z 4+ 4 = 0 est donc

{4,1+\f2,1—ﬂ} .

2.3 Transformations du plan

On a déja rencontré au chapitre précédent les transformations du plan, et le lien avec le plan complexe.
On reprend ici les principaux exemples de transformation du plan :

1. Translation d'un vecteur @ = (x,y) € R? : t;, représenté par la fonction
fiz=a+ib— f(z)=2z4+2z, ou zz=x+1iy.
2. Rotation de centre C' et d’angle 0 : 7“90, représenté par la fonction
fiz=a+ibeC— f(2)=z2c+€%.(2 - 20) ,

ou z¢ est I'affixe du point C' du plan.
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3. Homothétie de centre C' et de rapport A : hf, représentée par la fonction
fiz=a+ib— f(z2) =zc+ (2 — z0) ,

ou z¢ est I'affixe du point C' du plan.

4. Similitude directe de centre C, de rapport A et d’angle 6 : sie, représentée par la fonction
fiz=a+ib— f(z) =20 +&(2— z20) ,
ou z¢ est laffixe du point C' du plan et || = X et arg(§) = 0.
5. Réflexions particulieres : La réflexion par rapport a l'axe (O,7) est représentée par la fonction
frz=a+ib— f(z)=7%,
et la réflexion par rapport a Uaxe (O, )) est représentée par la fonction
g:z=a-+ib—g(z)=—-%.
Considérons maintenant une fonction
f:ze€Cr— f(z)=az+ 0, ou «a,BeC.

On voit facilement que si § = 0, f est une similitude directe de centre O, d’angle arg(a) et de rapport
o]
Supposons maintenant 3 % 0. Cherchons si f admet un point fixe, c’est & dire un complexe zg tel que
f(z0) = zo. Cette équation n’a de solution que si o # 1, la solution est dans ce cas 1a zg = 5/(1 — «).
Ecrivons maintenant

f)=az+B=az+(1—a)zg =2+ alz — 2) .

On reconnait 1a une similitude directe de centre C' d’affixe zy et de rapport a. On a donc montré

Théoréme 2.10 Soit f: 2 € C+—— f(2) = az+ B € C, telle que a # 0.
1. Sia =1, alors f = tgz, translation de vecteur u d’affixe 3.
2. Sia=1, alors f est une similitude directe de centre

B

l1—«

zZ20 —

d’angle arg(«) et de rapport |c|.

3. S1 =0, alors f est une similitude directe de centre O, d’angle arg(«) et de rapport |c|.
Exemple 2.12 Considérons la transformation du plan donnée par la fonction
fiz— f(z) =2iz—3.

D’apreés ce qui précede, il s’agit d’une similitude directe de centre C' d’affixe zo = —3/(1 — 2i) =
(=3 — 67)/5, soit donc C(—3/5,—6/5), et de rapport 2 et d’angle 7/2.

Remarque 2.8 Dans le méme ordre d’idées, les similitudes indirectes peuvent se mettre sous la forme
g:z€Cr—az+0,

avec o, 3 € C, a # 0.
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2.4 La formule du binéme de Newton

2.4 La formule du binome de Newton

Les coefficients binomiaux, définis pour tout entier naturel n et tout entier naturel £ inférieur ou égal a
n, donnent le nombre de parties de k éléments (aussi appelées k-listes) dans un ensemble de n éléments.
On les note (}) (k parmi n) ou C% (combinaison de k parmi n). Cette quantité s’exprime & l'aide de
la fonction factorielle :

nl=nn-1)Mn-2)---1, pour n € N . (2.3)

Par convention, on dit que 0! = 1. De plus, on a la relation
nl=Mn-1).(n—1)!.

Ceci posé, les coefficients binomiaux s’écrivent

n n!
k) " K-k 2
(o) =m0 m 24

L’expression (Z) du nombre de parties a k éléments, c’est-a-dire du nombre de k-combinaisons, dans un
ensemble a n éléments se détermine en utilisant les arrangements. On calcule le nombre d’arrangements
ou de listes ordonnées a k éléments pris dans I’ensemble a n éléments de deux facons différentes. La
confrontation des deux calculs donne 'expression algébrique de (Z)
— Une liste ordonnée de k éléments pris parmi n peut étre constituée en choisissant le premier
élément parmi n, (n choix possibles), puis le deuxieme élément parmi n—1 (n—1 choix possibles),
etc, le dernier élément étant choisi parmi n — k + 1 éléments. Il existe donc

n!
(n—k)!

listes ordonnées de k éléments pris parmi n. Ici n! désigne la factorielle de n.

— On peut aussi choisir d’abord le sous-ensemble des k éléments parmi n ((Z) choix possibles) puis
ordonner l’ensemble pour constituer une liste (il existe k! ordres possibles). Le nombre de listes
ordonnées de k éléments pris parmi n vaut donc (Z) x k!

En confrontant ces deux expressions, on obtient I’expression de (Z) donnée en (2.4]), pour k variant de
0 a n. Si k est strictement négatif ou strictement supérieur a n, on convient que le coefficient binomial
est nul.

nn—1)n-2)---(n—k+1)=

Exemple 2.13 Dans un ensemble a 4 éléments {a,b,c,d}, il y a (;‘) = 6 parties a deux éléments, a

savoir : {a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c,d}.

Les coefficients binomiaux satisfont la propriété de symétrie suivante

Proposition 2.1 Soient 0 < p < n deux entiers. Alors

p n—p)
Une importante relation, la formule de Pascal, lie les coefficients binomiaux.

Proposition 2.2 (Formule de Pascal) Soient n,k deux entiers naturels, tels que k < n. Alors

<Z> i (k . 1) - (ZI D (2.5)

Preuve : Soit E un ensemble a n + 1 éléments et soit e un élément particulier de E. Le nombre de
sous-ensembles de k + 1 éléments de E est la somme du nombre de sous-ensembles ne contenant pas e
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2 Nombres complexes

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 | 126 84 36 9 1

1 10 45 120 | 210 | 252 | 210 | 120 45 10 1

1 11 55 165 | 330 | 462 | 462 | 330 | 165 55 11 1

1 12 66 220 ( 495 | 792 | 924 | 792 495 | 220 66 12 1

1 13 78 286 ( 715 | 1287] 1716| 1716| 1287| 715 286| 78 13 1

1 14 91 364 | 1001| 2002| 3003| 3432| 3003| 2002| 1001( 364 91 14 1

1 15 105 | 455 | 1365| 3003| 5005| 6435| 6435| 5005| 3003| 1365 455 | 105 15 1

1 16 120 [ 560 | 1820| 4368| 8008|11440|12870(11440| 8008 | 4368| 1820| 560 | 120 16 1

FIGURE 2.4 — Les coefficients (}), k € [0;n] figurent & la n-ieme ligne. Le triangle est construit en
placant des 1 aux extrémités de chaque ligne et en complétant la ligne en reportant la
somme des deux nombres adjacents de la ligne supérieure.

et du nombre de sous-ensembles contenant e. Les premieres sont les parties a k+ 1 éléments de E\{e}
(lire E privé de e) donc il y en a (kil) Les secondes s’obtiennent en ajoutant e a une partie a k

éléments de E\{e}, il y en a (}). [ )
Cette proposition donne lieu a un algorithme de calcul des coefficients du binéme, appelé triangle
de Pascal, utilisable pour de petites valeurs de n. Les premieres lignes du triangle de Pascal sont

représentées en Figure [2.4
Les coefficients binomiaux interviennent dans la formule du binéme de Newton, déja vue plus haut.

Théoréeme 2.11 Pous tous x,y € C et n € N, on a la relation

(z+y)" = g: (JT\D 2"y = g: <JZ> Ny

Preuve : ce résultat se démontre par récurrence. L’initialisation est évidente, car
0
(z+y) =1

satisfait la relation.
Supposons maintenant la propriété vraie au rang p :
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2.4 La formule du binéme de Newton

et calculons

(z+y)P™ = (z+y)

r+y)?
= (z+vy) nz:) <Z> x"yP "

N——

n=0 n=0
(b ~ (p
_ Z < >$myp+1—m+ Z ( >$myp+l—m
—1 m
m=1 m=0
p
Gl Qe (e
0 = L\m 1 m P
p p+
_ waerl Z < >xm p+17m+xp+1y0
m=1
p+1
_ Z <p+ 1) gy Prom
m )
m=0

de sorte que la propriété est satisfaite au rang p + 1. Ceci conclut la démonstration.
Cette formule est importante car utile dans de tres nombreux contextes, comme dans l’exemple ci-

dessous

Exemple 2.14

cost 0

Cherchons 4 linéariser cos? 6. Pour cela on écrit

el 4 —if 4
- (=)

— E |:<O> 647,9 + <1)€3196—19 + <2> 62196—27,9 + <3) 6296—319 + <4> 6—419:|

_ % [641'9 L4620 |y g2 +€—4i9}

= % [cos(48) + 4 cos(260) + 6] .

[ )
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CHAPITRE

] Polynomes

3.1 Généralités, définitions et propriétés simples

3.1.1 Généralités

On considere généralement des polynomes a coeflicients réels, ou complexes, ou parfois entiers. L’en-
semble des nombres que ’on utilise pour définir les polynomes constitue ce que I’on appelle un corps
commutatif qui est, pour simplifier, une structure dans laquelle il est possible d’effectuer des additions,
des soustractions, des multiplications et des divisions.

Définition 3.1 Un corps commutatif est un triplet (K,+,.) constitué d’un ensemble K et de deuz
opérations, l'addition “+7et la multiplication “.”, telles que

1. K est stable par addition et multiplication : Vk, k' € K, k+ kK € K et k.k' € K.

2. L’addition dans K est commutative, associative, munie d’un élément neutre noté 0, et chaque
élément k € K posséde un opposé noté —k tel que k + (—k) = 0.

3. La multiplication dans K* (qui est K privé de 0) est commutative, associative, munie d’un élément
neutre noté 1, et chaque élément k € K posséde un inverse noté k=1 tel que k.k=! = 1.

4. La multiplication est distributive par rapport a l’addition : Va,b,c € K, a.(b+ ¢) = a.b+ a.c et
(b+c¢).a =b.a+ c.a.

Les exemples classiques de corps commutatifs sont
— L’ensemble des nombres rationnels, (Q,+,.) muni de ’addition et la multiplication usuelles;
— Densemble des nombres réels (R, +,.) muni de 'addition et la multiplication usuelles ;
— L’ensemble des nombres complexes, (C, +,.) muni de I'addition et la multiplication usuelles;
— L’ensemble (Z/pZ,+,.) des entiers modulo p, ou p est un nombre premier, muni de I’addition et
la multiplication modulo p;

3.1.2 Polynomes

Définition 3.2 Soit K un corps commutatif. On appelle polynome a une indéterminée avec coefficients
dans K toute suite

P ={ap,a1,...,an,...}

d’éléments de K tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux. Les a; sont appelés coefficients du polynéme.
L’ensemble de tous les polynomes a une indéterminée avec coefficients dans K est noté K[X].

Cette définition peut apparaitre formelle, et doit étre mise en correspondance avec l'écriture plus
habituelle
PX)=ay+a1 X+ +a, X" +....

On voit bien qu’a tout polynéme tel que défini dans la Définition [3.2| on peut faire correspondre un tel
P(X), et inversement. Ces deux notions sont donc identiques.
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3 Polynémes

Définition 3.3 1. On appelle degré du polynome P = {ag,a1,...,ay,...} le plus grand entier n
tel que a, # 0. On note d°(P) le degré de P. Par convention, si tous les coefficients a; sont nuls
on pose d°(P) = —o0.

2. Le coefficient de plus haut de degré d’un polynéme P est appelé coefficient dominant de P. Si le
coefficient dominant est égal a 1, le polynome est unitaire.

3. Sin € N, on note K, [X] l’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.
Par exemple, d°(3,2,1,0,0,...) = d°(3 + 2X + X?) = 2.

3.1.3 Opérations sur les polynomes

On peut munir K[X] de trois opérations :

1. Une loi de composition interne, appelée addition, définie par
{ao,al,...,an,...}—i—{bo,bl,...,bn,...} = {a0+b0,a1 +b1,...,an—|—bn,...} (31)

pour tous {ag, a1,...,an,...},{bo,b1,...,bp,...} € K[X].

2. Une multiplication externe, définie de la fagon suivante : pour tout {ag,ai,...,an,...} € K[X]
et tout A € K,

Aao,a1,.. . an,...F ={ ap, Aai,..., \an,...}. (3.2)

3. Une multiplication interne, définie de la facon suivante : pour tous P = {ag,ai,...,an,...},

Q = {bo,b1,...,bn,...} eKX], PQ={co,c1,...,¢n,...} € K[X] est défini par
n
cn = aoby +a1bp—1 + - +anby = Z agbp_p - (33)
k=0
Il faut noter que la multiplication interne peut aussi se voir de la fagon suivante : en notant
P(X)=ap+ a1 X +asX?+a3X3..., QX)=0by+bX+bX>+b3X3+...
on voit que le produit P@Q prend la forme
P(X)Q(X) = aobo + (aobl + ale)X + (a0b2 + albl + agbg)Xz + ...,
ce qui justifie la définition de ce produit.
Exemple 3.1 Soient P = (1,2,3) et @ = (1,1), et calculons PQ = (¢, c1,¢2) :
co=1; c1=apbi+abg=3; ca=a1bi+abg=5; c3=abj=3.

Le résultat qui suit est une conséquence directe de la définition du produit interne.

Proposition 3.1 Soient P,Q € K[X] et A € K.
— d°(P 4 Q) = max(d°(P),d°(Q)) avec égalité si et seulement si d°(P) = d°(Q) et les coefficients
dominants (i.e. d’indice mazimal) de P et Q) sont opposés.
— d°(PQ) = d°(P) 4+ d°(Q), ot par convention, —oo +n = —o0.
— d°(AP) =d°(P) si A # 0 et —co sinon.

Proposition 3.2 Soient P,Q € K[X]. Alors PQ = 0 si et seulement si P =0 ou @ = 0.

Preuve : il suffit de raisonner sur le degré : comme d°(PQ) = d°(P) + d°(Q), alors d°(PQ) = —oo si
et seulement si d°(P) = —oo ou d°(Q) = —o0, c’est a dire P =0 ou @ = 0. [ )
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3.1 Généralités, définitions et propriétés simples

Propriétés 3.1 1. L’addition des polynoémes a les propriétés suivantes :
— Commutativité : VP, Q € K[ X], P+ Q =Q + P.
— Associativité : VP,Q, R € K[X], (P4+ Q)+ R=P+ (Q + R)
— Existence d’un élément neutre 0 = (0,0,0,...) : VP e K[X], P+0=0+ P = P.
— Existence d'un opposé de tout polynéme : VP = (ag,a1,...) € K[X], =P = (—ag, —a1,...)
est tel que P + (—P) = 0.

2. Le produit externe a les propriétés suivantes :
— Distributivité : YP,Q € K[X], ¥A € K, \(P + Q) = AP + \Q.
— VP e K[X], VA, p € K, (A+ p)P = AP + uP.
— VP e K[X], VA, i € K, A(uP) = (\p) P.

3. Le produit interne a les propriétés suivantes
— Commutativité : VP, Q € K[X], PQ = QP.
— Associativité : VP, Q, R € K[X], (PQ)R = P(QR)
— Existence d’un élément neutre 1 = (1,0,0,...) : VP € K[X], 1.P = P.1 = P.
— Distributivité par rapport a l'addition : VP, @, R € K[X], P.(Q + R) = P.Q + P.R.

L’ensemble de ces propriétés font que K[X| a une structure d’anneau.

Remarque 3.1 K peut étre identifié a Ko[X], en associant & tout a € K le polynéme (a,0,0,...). On
identifie ainsi 1 au polynéme (1,0,0,...). Dans le méme ordre d’idées, on identifie X au polynome
(0,1,0,...), X2 = X.X 4 (0,0,1,0,...) et ainsi de suite. Avec ces notations, on a bien

(ap,a1,a9,...,a;,...) = ap(1,0,0,...)+a1(0,1,0,...)+---+a;(0,0,0,...,1,...)+...
= av+aX+aX’+ - 4+aX +...

Par ailleurs, on peut noter par exemple que
(0,1,0,0,...).(0,1,0,0,...) = (0,0,1,0,...)
ce qui est bien compatible avec la regle classique X.X = X?2.

Définition 3.4 La famille de monémes {1,X,X?,...} est appelée base canonique de K[X]. Tout
P € K[X] admet une unique décomposition sur cette base :

oo
P = Z anX™ .
n=0
Définition 3.5 Un polynome P € K[X] est inversible s’il existe Q € K[X]| tel que P.QQ = 1. On note
Q=P

On a déja vu que d°(PQ) = d°(P) + d°(Q). Donc, comme d°(1) = 0, P est inversible seulement si
d°(P) = 0, soit P = (ag,0,0,...). Dans ce cas, P~! = (a=1,0,0,...). On a donc montré

Proposition 3.3 L’ensemble des éléments inversibles de K[X] peut étre identifié a K*.

Définition 3.6 Soient P = (ap,ai,...),Q = (b, b1,...) € K[X]. Le composé de P et Q, noté PoQ
est défini par

(PoQ)(X) =P(Q(X)) =Y aiQ(X)".
i=0

Remarque 3.2 Il est possible de démontrer que la composition des polynomes est associative :
VP,Q, R € K[X],
(PoQ)oR=Po(QoR),

41



3 Polynémes

mais n’est pas commutative : si P,Q € K[X]
PoQ#QoP en général .
de plus, d°(P o Q) = d*(Q o P) = d°(P)d*(Q).

Exemple 3.2 Soient P(X) = X2 +1et Q(X) = X2+ 2, alors
(PoQ)(X)=(X24+224+1=X*4+4X2+5, (QoP)(X)=(X?+1)2+2=X*+2X2+3.

On voit bien que Po Q # Qo P.

3.2 Division Euclidienne, PGCD, PPCM

3.2.1 Division Euclidienne

Théoréme 3.1 (Division Euclidienne) Soient A, B € K[X], avec Q # 0. Il existe un unique couple
(Q,R) avec Q € K[X] et R € K[X], et d°(R) < d°(B), tels que

A=QB+R.

Preuve :

— Commencons par prouver l'unicité du couple (@, R). Supposons qu'’il existe deux couples (Q, R)
et (Q',R) tels que A = QB+ R = QB+ R'. On en déduit que (Q — Q' )B = (R — R’). Or,
d°(R — R') < max(d°(R),d°(R')) < d°(B). On en déduit donc que Q — Q' = 0, et de la aussi
R—R =0.

— Montrons maintenant Pexistence. Soient A = 3" 4, X" et B = Zano bpX™, ou N = d°(A) et
M = d°(B). Supposons d’abord que M > N. Alorson a A = 0 x B+ A, ce qui donne directement
la, décomposition cherchée.

Supposons maintenant M < N, et notons 6 = N — M. On va raisonner par récurrence sur n.
— Sid =0 (donc M = N), posons @ = ay/by, et R=A — QB. On a bien

N N N-1
n anN n __ an n
A=QB+R  avec Rznzoanx —%ijan = nzo (an—ban)X ,
donc d°(R). Le couple (Q, R) satisfait les conditions données.
— Si 6 #0 (donc N > M), soient Py = ayX?/byr, et R = A — QPy. On a alors
P=QP,+R, avec ZanX" Z N XHN-M _ Z an X" — Z an X"+N M

nON

donc d°(Ry) < d°(A). Si d°(Ry1) < d°(B), le couple (Py, Ry) satisfait les conditions fixées, on
ne va pas plus loin et on pose Q = P et R = R;y.
Si d°(Ry) < d°(B), on peut appliquer la méme procédure a Ry, et obtenir une décomposition

Ry = PoB+ Ry, avec d°(R2) < d°(Ry) .

— On peut ainsi itérer cette procédure et obtenir une suite de restes Ry, tant que d°(Ry) >
d°(B). Soit K le premier entier tel que d°(Rg) < d°(B). On a alors

AZPlB+R1:PlB+PQB+R2:~"=(P1+P2+"'PK)B+RK,
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3.2 Division Euclidienne, PGCD, PPCM

et il suffit de poser
Q=P +PFPo+- Pk, R = Rk

pour terminer la preuve. [

Définition 3.7 Soient P,Q € K[X]. Avec les notations ci-dessus, A et R sont respectivement appelés
quotient et reste de la division Fuclidienne de P par Q. On dit que Q divise P s’il existe A € K[X]
tel que P = AQ. Si P n’est pas nul, ceci équivaut a dire que le reste de la division Fuclidienne de P
par QQ est nul.

Exemple 3.3 Calculons la division euclidienne de A(X) = X? 4+ X2 — 1 par B(X) = X — 1. En
appliquant la méthode ci-dessus, soit Pi(X) = X2, on a alors A(X) = P;(X)B(X) + R1(X) avec
R1(X) =2X?—1. Comme d°(R;) > d°(B), soit donc Py(X) = 2X, on a donc Ry (X) = Py(X)B+ Ry
avec Ra(X) = 2X — 1. d°(R2) = d°(B), soient donc P3 = 2 et R3 = Ry — P3B = 1. Cette fois
d°(R3) = 0 < d°(B), on arréte la la décomposition, et on obtient donc

X+ X2 1=(X-1)(X24+2X+2)+1.

Ces opérations peuvent se présenter sous la forme d’une division ”classique” :

X3 4+X? -1 X -1
-X3 4+X? X? 42X 42
2X? -1
—2X?2 42X
2X -1
—2X 42
+1

On peut faire un certain nombre de remarques :

Propriétés 3.2 — Si A =0 est le polynéme nul, alors tout B € K[X] divise A.
— Si B=0etsi B divise A € K[X], alors A = 0.
— Si B € K[X] est un polynéme constant non nul, alors B divise tout A € K[X].
— Si B divise A, alors d°(B) < d°(A) ou A =0.

Proposition 3.4 Soient A, B € K[X]. Si A divise B et B divise A, alors A et B sont proportionnels :
il existe X € K* tel que B = M\A. On dit que A et B sont associés.

Preuve : Si A divise B alors d°(A) < d°(B), et si B divise A alors d°(B) < d°(A). Donc d°(B) = d°(A),
et B= QA avec d°(Q) = 0. Donc @ = X € K. [

3.2.2 PGCD, algorithme d’Euclide

Définition 3.8 Soient U,V € K[X]. On appelle PGCD de U et V' tout polynéme P € K[X] tel que
1. P diviseU et'V.
2. Quel que soit C € K[X], diviseur de U et V', il est aussi diviseur de P.

Propriétés 3.3 — Pour tous A, B € K[X], tout PGCD de A et B est évidemment un PGCD de B
et A.
— Si P est un PGCD de A et B, alors AP est aussi un PGCD de A et B, pour tout A € K*.
— Soient A, B,C € K[X], et soit P un PGCD de A et B. Alors C'P est un PGCD de CA et CB.
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Proposition 3.5 Soient A, B € K[X].

1. A et B n’admettent que 0 comme PGCD si et seulement si A= B = 0.

2. Si A et B admettent un PGCD non nul, alors tous les PGCD sont proportionnels. Il existe un
unique PGCD unitaire.

Preuve :

1. La premiére partie est une conséquence du fait que si 0 divise A € K[X] alors A = 0.

2. Soient P, @ deux PGCD de A et B. Comme P divise A et B, il existe P; tel que Q = P P,
donc d°(Q) > d°(P). De méme, comme @ divise A et B, il existe @1 tel que P = Q1Q, donc
d°(P) > d°(Q). De la, on déduit que d°(P) = d°(Q), et donc les polynomes P; et (1 sont des
constantes. 'y

On a donc prouvé 'unicité du PGCD (a un facteur multiplicatif pres), reste a en prouver 'existence.
Celle-ci se déduit de 'algorithme d’Euclide. En effet, considérons A, B € K[X], et supposons sans perte
de généralité que B # 0 et que d°(A) > d°(B). Alors la division Euclidienne donne

A=QB+R,

et on en déduit qu'un polynéme divise A et B si et seulement si il divise B et R. Donc les PGCD de
A et B sont identiques aux PGCD de B et R. Comme d°(R) < d°(B), on peut itérer cette opération
jusqu’a obtenir un reste nul. Le PGCD sera le dernier reste non nul.

On a donc montré

Théoréme 3.2 Si A, B € K[X] sont tous deuz non nuls, leurs PGCD ezistent et peuvent étre obtenus
par lalgorithme d’Fuclide.

Exemple 3.4 Soient
AX)=X"+5X° —2X* + X3 —4Xx? 4, BX)=X*-1.

Calculons la division euclidienne

X7 +5X5 —2Xx*  +X3  —4Xx? —4 | X3 -1
— (X7 - X4 X% 4+5X%2 —-X +1
5X° —-X* 4X3 —4x? —4
—(5X5 —5X?)
—-X* 4X3 X2 —4
—(—x* +X)
X3 +X?2 -X 4
—(X? —1)
X2 -X -3
On a donc
A=QB+ Ry, avec QoX)=X"+5X>-X+1 et R(X)=X>-X-3.
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3.2 Division Euclidienne, PGCD, PPCM

Calculons maintenant la division euclidienne de B par R; :

X3 -1/X%2 —-X -3
—(X3 —-X? -3X) X +1

14X 42
Donc
B=QiRi+ Ry, avec Q(X)=X+1 et  Ro(X)=4X+2.
Finalement, on voit aussi que
X? -X -3| 4X +2
—(Xx? +X/2) X/4 —3/8
—-3X/2 -3
—(—3X/2 -3/4)
-9/4
et on a ainsi
Ri=QRy+ Ry, avec Q(X)=X/4-3/8 et R3(X)=-9/4.

R3 est le dernier reste non nul (il est de degré 0 et la suite des restes a des degrés strictement
décroissants), donc —9/4 est un PGCD de A et B. Le PGCD unitaire correspondant vaut 1.

Définition 3.9 Deuzx polynémes A et B sont premiers entre eux si leur PGCD wunitaire est égal a 1.

Remarque 3.3 Soient A, B € K[X] et soit P un PGCD de A et B. Soient alors a,b € K[X] tels que
A =aP et B =>bP. Soit () un diviseur commun de a et b. Alors QP est un diviseur commun et A et
B, mais comme P est le PGCD, QP divise nécessairement P, donc d°(Q) = 0. Par conséquent, a et b
sont premiers entre eux.

Exemple 3.5 — Etant donnés «, 8 € K, avec 8 # «, les polynémes X — « et X — 8 sont premiers
entre eux
— Similairement, si 8 # a, les polynémes (X — a)¥ et (X — )¢ sont premiers entre eux quels que
soient les entiers positifs k, £.
— Les polyndmes

PX)=(X—-a)"(X—a) .. (X—an)™ et QX)=(X—-B)"X—-p)2. . (X—Bu)™

sont premiers entre eux si et seulement si tous les «,, sont différents de tous les [, quels que
soient les entiers positifs M, N et ki,...,kn et l1,..., 4.

Théoréme 3.3 (Théoréme de Bézout) 1. Soient A, B € K[ X] deux polyndmes non nuls. Alors
il existe deux polynomes U,V € K[X] tels que d°(U) < d°(B) et d°(V) < d°(A) et AU + BV est
un PGCD de A et B. Des polynémes U etV satisfaisant ces conditions sont appelés Polynémes
de Bézout pour A et B.

2. A et B sont premiers entre euzx s’il existe U,V € K[X] tels que d°(U) < d°(B) et d°(V') < d°(A)
et AU + BV =1.
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Preuve : On peut supposer sans perte de généralité que d°(A) > d°(B). On effectue alors des divisions
euclidiennes successives

A=QoB+ R, Ri=A—-QoB, &°(Ry) < d°(B)
B=0Q1R+ Rz, Ry=B -1, d°(Ry) < d°(Ry)
Ry =Q2R2 + R3 R3 = Ry — (Q2R> d°(R3) < d°(Ro)

Rn—2 - Qn—an—l + Rn ; Rn = Rn—2 - Qn—an—l ) do(Rn) < dO(Rn—l)
Rnfl = Qan

R, est le dernier reste non nul et est donc un PGCD de A et B.

Montrons maintenant que pour tout £ € N on peut trouver des polynémes Uy et V}. tels que
Ry = AU, + BV, .

On va utiliser un raisonnement par récurrence. La propriété est vrai au rang k = 0, comme on le voit
en posant Uy = 1 et Vyj = —Q)g. Supposons maintenant la propriété vraie jusqu’au rang k — 1, c’est a
dire supposons Ry = AUy_1 + BVy_1 pour tout £ < k. Alors on a

Rii1 = Ri—1— QrRp = AUk_2+ BVj_o — Qr[AUk_1 + BVj,_4]
= AlUp—2 — QiUi—1] + B[Vi—2 — Qi Vi—1]

ce qui montre que la propriété est vraie au rang k, en posant
U = Ug—2 — QUg-1 , Vi =Vi—o — QxVi-1 .
Ceci est vrai en particulier au rang n — 1, et on écrit donc R,, (qui est un PGCD de A et B) comme
R,=AU,—1 + BV,_1 = AU + BV |

ot on a posé U = U,_1 et V = V,_1. Etudions maintenant les degrés de ces polynémes. Tout d’abord,
on sait que pour tout k, d°(Ry) < d°(Rj—1). Donc, comme Ry = Ry_o + Qi Rk—1, on a d°(Ry) =
d°(Quy, Ri—1) = d°(Qg, ) + d°(Rp—1). Ainsi on en déduit que d°(Q) > 0 pour tout k. On peut donc en
déduire aussi que d°(Uy) > d°(Ug_1) et d°(Vx) > d°(Vik_1), la suite des degrés des polynoémes Uy et
Vi, est strictement croissante. Finalement, comme AU = R,, — BV et comme d°(R,,) < d°(B), on en
déduit que d°(U) < d°(B). On montre de méme que d°(V') < d°(A). [

Exemple 3.6 Reprenons ’exemple précédent :
AX)=X"+5X°—2X*+ X3 —4Xx% -4, BX)=X-1.
Nous avons vu que

Ry = Ri— Q2R

= R — Q2B —-Q1R1)

= —@Q2B+ (14 Q2Q1)(A—QoB)

= (1+Q2Q1)A— (Q2+ Qo+ Q201Q0)B .
Par identification on trouve X2 _x
2X*—-—X+5
U=1+Q2Q1= R —
—2X0 4+ X5 15X 4 7X3 —28X%2 42X —2

8

V=-0Q2—Qo— Q201Q0 =

46



3.2 Division Euclidienne, PGCD, PPCM

et on vérifie bien que AU + BV = —9/4.

Remarque 3.4 On déduit de ce qui précede un algorithme de calcul des polynémes de Bézout. A
chaque étape on a

AU, + BV, = Ruy1 , (3.4)
avec
R, = Qan—l + Rp—2
Un = _QnUnfl + Un72 (35)
Vn = _ann—l + Vn—?
L’initialisation se fait via
U—l = 0 Uo =1
Ro=B, , 3.6
0 { Voo =1 { Voo = —Qo (3.6)

En particulier, on a

{ Uy = -0 ot { Us =1+ Q1Q2
Vi=14+QoQ1 Vo =—Qo— Q2 — QoQ20Q2

Etant donnés trois polynémes A, B et C, tels que C soit divisible par les PGCD de A et B, le théoreme
de Bézout permet aussi de résoudre des équations du type

AC+BD=E, (3.7)

ou C et D dont des polynémes inconnus. En effet, notons P un PGCD de A et B, et soit e tel que
E = Pe. Le théoreme de Bézout montre 1’existence de polynémes U et V tels que AU + BV = P. En
multipliant les deux membres de cette équation par e, on obtient donc A(eU) + B(eV) = eP = E,
d’ou on déduit des solutions Cy = eU et Dy = eV

Il est aussi possible de caractériser toutes les solutions. En effet, soient (C, D) et (C’, D") deux couples
de solutions de ’équation (3.7]). On a alors

A(C-C)+B(D-D)=0.

Soient maintenant a, b deux polynémes tels que A = aP et B = bP. a et b sont premiers entre eux, et
I’égalité ci-dessus donne aussi
a(C—-C"Y=-bD-D").

Comme a et b sont premiers entre eux, nécessairement C' — C” divise b, d’ou1 I'existence d’un polynéme
Q tel que C — C’" = bQ. De la on déduit abQ = —b(D — D), soit D — D’ = —aQ. La solution générale
de ’équation (3.7 est donc

C=eU-bQ, D=eV+aQ, QecKX], (3.8)

ou U et V sont les polynomes de Bézout de A et B, et o a =A/P, b= B/P et E=FE/P.

Exemple 3.7 Supposons qu’on cherche a résoudre I’équation
(X3 -1)C+ (X?*+1)D = 2X* .
Calculons tout d’abord un PGCD de A = X3 — 1 et B = X? 4 1. L’algorithme d’Euclide donne

A=QoB+ R, Qo(X) =X, Ri(X)=-X-1
B=QRi+ Ry, Q(X)=-X+1, Ry(X) =2
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On en déduit
AU + BV =2,

avec U =U; = —-Q1Up+U_1=-Qret V=V=-Q1Vo+V_1=01Qp + 1, soit
UX)=X -1 V(X)=-X*+X+1.
On en déduit une solution particuliere de notre équation :
Co(X)=X3(X—-1), Do(X)=X*(-X>+X+1).
De la on peut en déduire la solution générale :
C(X) = Co(X) + QX)(X2+1),  D(X) = Do(X) — Q(X)(X* — 1.

Théoréme 3.4 (Théoréme de Gauss) Soient A, B,C € K[X] tels que A divise BC et A et B sont
premiers entre eux. Alors A divise C.

Preuve : Comme A et B sont premiers entre eux, il existe U,V tels que AU + BV = 1. Donc AUC +
BVC = C. Comme A divise AUC et BV C, alors A divise C. ®

Corollaire 3.1 Soient A, B, D € K[X] tels que A et B sont premiers entre euz, et divisent D. Alors
AB divise D.

Définition 3.10 (PPCM) Soient A, B € K[X] deux polynomes. Un polynoéme divisible par A et B
qui divise tout multiple commun de A et B est appelé PPCM de A et B.

Remarque 3.5 On a, pour tous A, B € K[X] non nuls
PGCD(A, B).PPCM(A,B) = A.B . (3.9)
Exemple 3.8 Continuons avec ’exemple précédent : on a
AX)=X"4+5X° —2X* 4+ X?—4X? -4, BX)=X’-1.

et on a obtenu un PGCD(A, B) égal & —9/4. Le PGCD étant défini & un facteur pres, on peut prendre
P =1 plutot. Alors un PPCM de A et B est

p(X)=AX)B(X) = X0 4+5X% - 3X7T+ X6 —9X5 42X —5X3 4+ 4X% 44,
Exemple 3.9 On considére maintenant
A=2X*—X3-6X2-X+2, B=2X3-5X?>—-4X+3.

L’algorithme d’Euclide donne un PGCD égal & 8X2+4X —4 = 4(X +1)(2X —1), on peut aussi prendre
pour simplifier
P=2X?4+X-1=(X+1)2X-1),

ce qui donne la factorisation
AX)=4P(X)(X + 1) (X —2), B(X)=P(X)(X -3).
De 1a on déduit le PPCM

p(X)=PX)(X +1)(X —2)(X —3) =2X° —7X* - 3X3 4 17X? +5X — 6 .
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3.3 Irréductibilité

Définition 3.11 Soit P € K[X], de degré positif. P est irréductible sur K si pour tous polynomes
B,C € K[X] tels que P = BC, on a d°(B) =0 ou d°(C) = 0.

Exemple 3.10 1. Tout polynéme de degré 1 est irréductible.

2. Les polynomes X2 + 1 et X2 + X + 1 sont irréductibles sur R mais ne sont pas irréductibles sur
C. En effet on peut écrire

XPH+1l=(X-9)X+i, X°+X+1=X-D)X-j)X-j%,
mais les facteurs intervenant dans la factorisation sont complexes.

Théoréme 3.5 Soit A € K[X] un polynéme non nul. Alors il existe un unique a € K* et des polynomes
irréductibles unitaires Py, ... Pg € K[X] tels que

A:aP1P2...PK.

De plus la décomposition est unique, c’est a dire les polynomes Py,...Px € K[X] sont uniques a
permutation pres.

Preuve : Soit a le coefficient dominant de A (le coefficient du terme de plus haut degré). Si A n’est
divisible par aucun polynémes de degré positif et strictement plus petit que d°(A), A est irréductible et
le résultat est prouvé. Sinon soit P; un diviseur de A, on écrit A = P;(Q1 comme produit et on répete
ce raisonnement sur chaque facteur. Puisque le degré des facteurs décroit strictement, ce procédé se
termine en un nombre fini d’étapes.

Pour 'unicité il suffit de voir que deux polynomes irréductibles sont soit égaux a multiplication par
une constante non nulle pres, soit premiers entre eux. Ceci vient du fait que le PGCD est un diviseur
des deux polynémes. Si on choisit les P; unitaires, ils doivent vraiment coincider. [

Définition 3.12 Soit P € K[X]| un polynome de degré positif. On dit que P est premier dans K[X] si
quels que soient les polynomes A, B € K[ X] tels que P divise le produit AB alors P divise au moins A
ou B.

Exemple 3.11 1. X est premier. X — a est premier pour tout o € K.
2. X? n’est pas premier. En effet on a X.X = X2 qui est divisible par X2, mais X ne I’est pas. De
méme, (X — a)k n’est pas premier des que k > 2.

3. Plus généralement, étant donnés A, B € K[X], le produit AB ne peut étre premier, puisqu’il
divise AB sans diviser A ni B.

Proposition 3.6 Un polynome P € K[X] est irréductible sur K si et seulement s’il est premier dans
K[X].

Preuve :

1. Supposons P premier. Soient B,C € K[X] tels que P = BC. Alors P divise BC' et donc divise
soit B soit C, soit les deux. Supposons que P divise B, on a ainsi B = P.(). Mais alors P = PQC
et donc d°(C) = 0 et P est donc irréductible.

2. Supposons maintenant que P soit irréductible et divise BC. D’apres le théoréeme P doit
apparaitre dans la décomposition de BC. L’unicité de cette décomposition assure que les facteurs
irréductibles de la décomposition de BC sont I'union des facteurs irréductibles des décompositions
de B et C. Donc P doit diviser B ou C, ou les deux et est donc premier. [
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Théoréme 3.6 (Le cas de C et R) 1. Les seuls polynomes irréductibles de C[X] sont les po-
lynomes de degré 1 aX +b.

2. Les seuls polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 aX +b et les polynomes
de degré 2 aX? 4+ bX + ¢ avec discriminant A = b*> — 4ac négatif.

La premiere partie de ce théoréme est identique au théoréme d’Alembert-Gauss vu au chapitre précédent.
Elle implique en particulier que tout polynome P € C[X] peut s’écrire sous la forme

PX)=a(X —a1)(X —a2)...(X —an) (3.10)

ou (X — aig),...(X — ay) sont des Polynémes de degré 1 et N = d°(P). On verra que plus loin
aq,...ay sont les racines de P (dont certaines peuvent étre identiques).

3.4 Fonction polynomiale, racines, dérivation

3.4.1 Fonction polynémiale

On a traité jusqu’a présent les polynémes comme des objets abstraits, sur lesquels sont définies un
certain nombre d’opérations.

Définition 3.13 Soit P = Zﬁlo ap X™ € K[X]. On associe a P une fonction polynomiale, notée elle
aussi P et définie par :

N
P:xEKHP(m):Zanx”GK
n=0

Propriétés 3.4 Les fonctions polynomiales héritent des propriétés des polynomes que nous avobns
déja vues, grace aux propriétés suivantes
1. La fonction polynomiale associée a la somme de deux polynomes est égale a la somme des
fonctions polynomiales associées aux deux polynomes.
2. La fonction polynomiale associée au produit de deux polynomes est égale au produit des fonctions
polyndémiales associées aux deux polyndmes.

Définition 3.14 Soient P € K[X] et © — P(z) la fonction polynomiale associée. On appelle racine
de P tout nombre o € K tel que P(c) = 0.

Proposition 3.7 Soit P € K[ X]. P admet o € K comme racine si et seulement si le polynome X — «
divise P.

Prewve : Effectuons la division euclidienne de P par X —«a : P(X) = Q(X)(X — a) + R(X), avec
d°(R) < 0. En considérant les fonctions polynomiales associées aux polynomes a droite et a gauche
de I’égalité on voit bien P(a) = R(a). Donc X — « divise P si et seulement si R(a) = 0, donc si et
seulement si «v est racine de P, puisque d°(R) < 0. [
Notons que les polynémes X — « et X — [ sont premier entre eux si et seulement si @« = 5. On peut
donc en déduire

Corollaire 3.2 — Un polynome de degré n a au plus n racines distinctes.
— Soit P est un polynome de degré n. S’il existe n + 1 éléments de K, deuzr a deux distincts, qui
sont racines de P alors P est le polynome nul.

Définition 3.15 Soient P un polynéme et o« une racine de P. La multiplicité de la racine a est le
plus grand entier r tel que (X — «)" divise P. On dit que « est une racine simple si sa multiplicité
vaut 1 et multiple si sa multiplicité est supérieure a 1.

Théoréme 3.7 (Théoréme d’Alembert-Gauss) Tout polynome de C[X| de degré n > 1 admet au
moins une racine (dans C).
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3.4.2 Dérivation, formules de Leibnitz et de Taylor

On définit maintenant une nouvelle opération sur les polynomes : la dérivation

Définition 3.16 1. Soit P € K[X]. Le polynéme dérivé de P est le polynome P’ € K[X| défini par
o oo
P(X)=> na,X"", o P(X)=) a,X"
n=1 n=0

2. Le polynome dérivé k-iéme de P € K[X] est le polynéme P*) € K[X] obtenu en dérivant k fois
P. Autrement dit,
pk) — p-1)

Propriétés 3.5 1. L’application associant a un polynéme P € K[X] son polynéme dérivé est
linéaire : VP, Q € K[X], VA € K,

(P+Q/ =P +Q . (\PY=aP.
2. On a la formule de Leibnitz : VP, Q € K[X]
(PQ)=P.Q+PQ . (3.11)

3. Plus généralement, la formule de Leibnitz a 'ordre k s’écrit

k
(PQ® =>" (l;) PL.QM* (3.12)

£=0

oil on a posé par convention PO = P et P = P/,

Cette derniere propriété se montre par récurrence, en utilisant la propriété de Pascal des coefficients
binémiaux. Par exemple, a 'ordre 2, on a

(P.Q)? = (P.Q +P.Q) =P.Q"+P.Q +P.Q +P"'Q=PQ" +2P.Q +P'.Q .

Corollaire 3.3 Soit P € K[X]|. Si P admet des racines multiples alors P et P' ne sont pas premiers
entre euzr.

Attention : la réciproque du corollaire est vraie sur C mais pas sur R ou Q.

Proposition 3.8 (Formule de Taylor) Soit P € K[X] un polynéme de degré N. On a

N n
_ (n) (X - Oé)
PX) =3 P(0)
n=0
Preuve : On sait qu’on peut écrire P(X) = Zi:/:o an(X4)™. Il suffit alors d’identifier les a,, en considérant
les dérivées successives de P et en les évaluant en a. 'y

Corollaire 3.4 Soit o € K une racine de P € K[X]. La multiplicité de o est égale a r si et seulement
si P®) () = 0 pour tout k < r mais P")(a) = 0. En particulier une racine de P est multiple si et
seulement si elle est aussi racine de P’ .

o1



3 Polynémes

Exemple 3.12 Considérons le polynéme

-1 est racine triple de P. Calculons maintenant

P(X) = 3X-12*(X+2)+(X-1)3 = (X-124X+5)
P'(X) = 2(X-1)AX+5)+4X-1)?% = 9X-1)(X+1)
POX) = 9(X+1+X-1) = 18X

on vérifie bien que P'(1) = P"(1) = 0, mais P®)(1) # 0.
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