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1 Approximations constantes par morceaux.

Soit N un entier positif. On consideére l'espace & = EéN) C L*([0,1]) des fonctions définies sur [0, 1]
constantes sur les intervalles de la forme [k/N, (k+1)/N|[ ou N est un entier positif, et k =0,1,...N —1
Soit v I'indicatrice de l'intervalle [0,1/N], et soient vy, k = 0,... N — 1 les fonctions définies par

I

k
— _ —0...N—1.
Vi (t) ’y<t N) , k=0,

1. Montrer que les fonctions 7y sont orthogonales deux a deux. Calculer leur norme et en déduire une
base orthonormée de &.

2. Expliciter les opérateurs d’analyse U : L%([0,1]) — CV et de synthese V : CV — & associés, ainsi
que la projection orthogonale Ilg, : L2([0,1]) — &o.

3. Soit z € &. Ecrire le développement de x sur la base de &.

2 Espaces invariants par translation.

2.1 Translatés d’une fonction de base et espace engendré.

Soit N un entier positif. On considére une fonction ¢ € L%([0,1]), et on définit ses translatées @, par

gon(t):gc)((t—%) [modl]) . n=0,...N—1.

1. Montrer que la matrice de Gram est une matrice circulante. En d’autres termes, vérifier qu’il existe
un vecteur g = {go,...gn—1} tel que

Gmn = <30na Som> = Y9(n—m)[mod N]
2. On note Fy le sous-espace de L?([0,1]) engendré par les fonctions ¢, et on suppose que la famille
{©0,...on_1} est linéairement indépendante. Expliciter les opérateurs d’analyse U : L2([0,1]) — CV

et de synthese V : CV — Fy associés, ainsi que la projection orthogonale g, de L%([0,1]) sur Fy
(voir le cours).

2.2 Transformation de Fourier finie.

Soit ’endomorphisme x€ CN— 2 € CV, appelé transformation de Fourier finie (TFF) défini par

—2itkn/N
ne /N



1. Montrer que la transformation est multiple d’une isométrie, plus précisément que Yz € CV, ||Z]|?> =
N||z||?. Vérifier que la transformation inverse est donnée comme suit : pour tout = € CV,
N-1

e L5 oy
k=0
2. On note X le vecteur colonne formé des composantes z,, de x dans la base canonique. Montrer que
la TFF s’écrit matriciellement sous la forme
. 1 .5
X=FX, X = NF X,
ou F' € My(C) est une matrice N x N a coefficients complexes, que I'on explicitera, et ou F* est la

matrice adjointe. On a donc F~! = F*/N.

2.3 Inversion de la matrice de Gram.

On va maintenant donner une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité de la matrice de Gram, en
la diagonalisant.

1. En utilisant le fait que la matrice de Gram est une matrice circulante, calculer GF et en déduire que

G s’écrit sous la forme
G=FD@)F ™",

ot D(§) est la matrice diagonale dont la diagonale est constituée du vecteur § € CV.

2. Déduire des propriétés de la matrice de Gram que ses valeurs propres sont réelles et positives ou
nulles. Déduire des résultats précédents une condition nécessaire et suffisante pour que la famille
{0, ...on_1} soit linéairement indépendante (et donc une base du sous-espace de L2([0,1]) qu’elle
engendre.

2.4 Approximations affines par morceaux.

On considere 'espace & = Sl(N) des fonctions définies sur [0, 1], continues et affines sur les intervalles de
la forme [k/N, (k +1)/N[ou N est un entier positif, et &k =0,1,... N — 1.
Soit v la fonction définie par

a(%—t) siOStS%
Yt =19 a(t—F) si A <t<1
0 sinon

ou a est une constante, et soient vx, £k = 0,... N — 1 les fonctions définies par

)= ( (- ) mod 1)

1. Calculer |||, et en déduire la valeur de a assurant que ||y| = 1.

2. Tracer la fonction v et quelques exemples de fonctions v, par exemple pour N =4 ou N = 8.

3. Montrer que (v, 7v¢) = 0 dés que |k — £ > 1. Vérifier que (i, Yk+1) = (Vi Ye—1) = (7, 71), et calculer
cette expression.
La matrice de Gram G = {Gp, m,n =0,... N —1} formée des produits Hermitiens Gppn = (Yn, Ym)
des fonctions -y est donc une matrice circulante

4. En utilisant les résultats ci-dessus, diagonaliser G et montrer qu’elle est inversible. En déduire que la
famille {70, ...vn—1} est linéairement indépendante, et que c’est une base de &;.

5. Expliciter les opérateurs d’analyse U : L?([0,1]) — CV et de synthese V : CV — &; associés, ainsi
que la projection orthogonale de L?([0,1]) sur &.

6. Dans le méme cas de figure, on va maintenant s’intéresser a la caractérisation des fonctions de &; par
leurs valeurs ponctuelles.
a) Soit z € &. Exprimer les valeurs ponctuelles de z en fonction des coefficients du développement

de z sur la base orthonormée des .

b) Peut-on en déduire quoi que ce soit sur la projection orthogonale sur & ?



Corrections

1 Approximations constantes par morceaux.

Soit N un entier positif. On consideére l'espace & = 5éN) C L?([0,1]) des fonctions définies sur [0,1], constantes
sur les intervalles de la forme [k/N, (k+1)/N[ ou N est un entier positif, et k = 0,1,... N — 1. Soit y I'indicatrice de
Iintervalle [0,1/N], et soient v¢, k = 0,... N — 1 les fonctions définies par

k
'yk(t)=7<t—N), k=0,...N—-1.

1. v est I'indicatrice de l'intervalle Iy = [0,1/N[. On montre que 7y est 'indicatrice de U'intervalle I}, = [k/N, (k+
1)/N]|. Les fonctions «, sont & support disjoint, et sont ainsi orthogonales deux & deux :

(s ) = / e (t72() dt = / dt = i

I,NI,

car les intervalles Ij, sont de longueur 1/N.
La norme de ~y; vaut donc 1/+/N pour tout k, et et posant

fe(t) = VN(t) , te0,1]

la famille {fo, ... fnv—1} est une famille orthonormée, et donc linéairement indépendante.
Par ailleurs, toute fonction f € &y s’écrit sous la forme

F) = o) =D enfrt), avee o =arVN,

k=0 k=0
donc la famille {f,... f;v—1} est une base orthonormée de &.

2. Puisqu’on dispose d'une base orthonormée de &, la projection orthogonale L?([0,1]) — &y s’écrit sous la forme

N-1

e, s @ € L2([0,1]) = g, (x) = Y _ (2, fa)fn

n=0

Le calcul donne )

VN
ol on note X, la valeur moyenne de la fonction z dans Uintervalle I,, (c’est & dire son intégrale sur I,, divisée
par la longueur de I,,). On a donc

<x,fn>=\/N/I z(t) dt = X, ,

N-1 N-—-1
n=0 n=0

3. Soit z € &. Alors le développement de z sur la base de &y s’écrit comme ci-dessus. x étant constante sur chaque
intervalle I,,, on a X,, = z(n/N), donc

N-1 N-1
T = Z XnYn = Z x(n/N)vyn
n=0 n=0

2 Espaces invariants par translation

2.1 Translatés d’une fonction de base et espace engendré

1. 11 suffit de calculer

[ (= ) ) (- ) o) .
/01 ()P ((s - ”) [mod 1}) ds )

= G(m—n)mod N},0 = Y(n—m)[mod N] (3)




2. Si l’on suppose que G est inversible, en posant H = G~!, la projection orthogonale s’écrit sous la forme

N-1
IIVNm = Z<x7§5n>¢n )

n=0
N-1

Pn = Z Hpynom -

m=0

2.2 Transformation de Fourier finie

On rappelle la définition de la transformation de Fourier finie v € CN — 4 € CV :

N—-1
iy = Z un672i7rkn/N )
n=0
1. Calculons
N-1 N—-1N-1 N-1 N-1
Z ake%wkm/N _ Z Z une—2i7rk(n—m)/N _ Z U, Z e—2i7rk(n—m)/N )
k=0 k=0 n=0 n=0 k=0
N-1

De l'identité >, e~ 2" /N = N§, ; valable pour tout p entier, on déduit la formule d’inversion de la TFF.
Un calcul similaire fournit la propriété de conservation de la norme.
2. En posant
Fk _ e—QiTrkn/N
n =

)

on a bien 4 = Zn Finun,, soit U = FU. L’autre égalité se montre similairement.

2.3 Inversion de la matrice de Gram

1. Calculons GF :

N-1 N-1
(GF)mn = Z Gk Fyn = Z g(k—m)[mod N]6_2iﬂ'kn/N = Z gze—QiTr(é-&-m)n/N = gnan .
k k=0 =0

Donc GF = FD(§) et par conséquent G = FD(§)F~*.

2. Par construction, la matrice de Gram est semi-définie positive et auto-adjointe, ses valeurs propres sont donc
réelles et positives ou nulles. Donc §(k) > 0 pour tout k. Une condition nécessaire et suffisante pour que G soit
inversible (et donc pour que la famille de fecteurs soit linéairement indépendante) est donc que g > 0 pour
tout k.

2.4 Approximations affines par morceaux.

On considere 'espace &1 = 51(N) des fonctions définies sur [0, 1], continues et affines sur les intervalles de la forme
[k/N,(k+1)/N[ olt N est un entier positif, et k =0,1,... N — 1. Soit 7 la fonction définie par

=N
V() =14 a(t—F) si A <t<1
0 sinon

ou a est une constante, et soient i, £k =0,... N — 1 les fonctions définies par

)= ( (1= ) bmod 1)

1. Pour simplifier on suppose la constante a réelle (si elle est complexe, seul |a| pourra étre déterminé par la
condition de normalisation).

UN /4 2 1 N 1)\2 1/N 242
2 2 2 2 2
= — —t) dt t———= ) dt=2 dt = — .
Il =a /0 (N ) e /11/N< N > ¢ /0 " 3N3

Donc la valeur de a assurant que ||y|| = 1 est
3N3
a=1\/—".
2



2. Des exemples des fonctions i pour N =4 et N = 8 se trouvent ci-dessous.

0,15

0,06 -

0 L L L L f 0 L L L L L
50 100 150 200 250 50 100 180 200 250

3. De fagon générale, une fonction de la forme u(t — 7) est une copie de la fonction u translatée de 7. Les fonctions
considérées ici sont & dupport dans [0, 1], les translations sont donc considérées modulo 1 : ce qui sort de [0, 1]
par la droite revient par la gauche, et vice-versa.
~n est une copie translatée de k/N (modulo 1) de ~, dont le support est de longueur 2/N. On a donc pour

n#0

Supp(vn) = {

d’ott {yk,ve) = 0 des que |k — ¢ > 1 (modulo N).
D’apres les résultats précédents, la matrice de Gram est circulante, donc pour tout k, (v, Ye+1) = (7,71). De
plus, elle est auto-adjointe et réelle, donc symétrique, d’ott (g, Ve—1) = (Ye—1, V&) = (¥, 71)-

Calculons maintenant
, (YN /1 p a2 1
= t|l —=—t|dt=—5 =-.

La matrice de Gram G = {Gn, m,n =0,... N — 1} est donc une matrice circulante de la forme

n—1n+1
N ' N ’

1 L 0 o0 L
111 0
4 4
G=|0 1 1 1 0
10 0 0 1

4. G est circulante, elle est donc diagonalisée par la transformation de Fourier finie. La matrice diagonale cor-
respondante a sur sa diagonale le vecteur g, ou g est défini par g, = Gp,. Il suffit donc de calculer g, et de
montrer que toutes ses composantes sont non-nulles (elles sont en fait strictement positives). En effet

G =1+ i (e2z’7rk/N i eQi‘:rk(N—l)/N) 14 %COS (27rk> .

N
Ainsi,
L < g < 3 Vk=0,...N—1
5SS =0,... .
5. La projection orthogonale Il¢g, s’écrit
N-1
Hglx(t) = Z<$”7 >'7n ,
n=0
oll
Vn = G_l'Yn .

6. Dans le méme cas de figure, on va maintenant s’intéresser a la caractérisation des fonctions de & par leurs
valeurs ponctuelles.
a) Soit z € &.0On a

N-1
() = 3 (2, 5u) 1) |
n=0
on a donc aussi pour tout k =0,...N —1
N-1
2(k/N) =Y (@, 7)1 (k/N) -
n=0

Or, v, (k/N) = adyp, on peut donc en déduire aussi

)=\ 5o )

b) Ceci est vrai quand x € £, mais n’est plus vrai pour un x € L?([0,1]) quelconque.



