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Les signaux biomédicaux recouvrent un large ensemble de classes de signaux, provenant de différentes
modalités. On peut par exemple citer
— Signaux bioélectriques : générés par les cellules nerveuses et musculaires : Nerf et muscle, potentiels
d’action, propagation du champ électrique, ECG, EEG, EMG, EOG, EGG, GSR
— Signaux biochimiques provenant de tissus vivants ou d’échantillons analysés en laboratoire : pO;,
pCO;,, concentration ionique, taux de glucose, spectroscopie RMN
— Signaux biomécaniques (des mesures invasives sont souvent nécessaires) : mouvement, tension,
déplacement, tension artérielle, débit
— Signaux biomagnétiques : champs générés par le cerveau, le cceur et les poumons
— Signaux bioacoustiques : sons du cceur, bruits respiratoires, articulation et contraction des muscles
— Signaux bio-optiques : propriétés fluoroscopiques du liquide amniotique, débit cardiaque mesuré par
technique de dilution de colorant
L’exploitation et le traitement de ces signaux font appel a de nombreux aspects du traitement du signal,
partant de problématiques classiques comme 1’échantillonnage, le filtrage, le dé-bruitage ou encore la
compression, jusqu’a des questions liées a des problématiques de décision ou classification.

Dans ce cours, on se focalisera sur deux modalités de signaux bioélectriques, I'ECG et I’EEG, qui nous
permettront de visiter ou revisiter un certain nombre de ces problématiques. Plus précisément

— Sur les signaux ECG, on se focalisera dans un premier temps sur des pré-traitements du signal brut
(filtrages, suppression de ligne de base), avant d’aborder des questions plus spécifiques comme la
caractérisation du complexe QRS ou la mesure du rythme cardiaque par différentes techniques.

— Sur les signaux EEG, qui sont des signaux "multicapteurs”, on se focalisera sur des problématiques de
détection (détection d’événements localisés dans le temps, en 1’occurrence des potentiels évoqués),
par des techniques qui relevent du filtrage adapté et/ou de la classification supervisée. On travaillera
sur un jeu de données de type P300 speller, qui est un cas particulier de protocole d’interface cerveau
machine.






2.1

23

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Electrocardiogramme, généralités ... .11
Quelques éléments sur I’activité cardiaque et sa mesure
Représentation d’'un ECG normal

Données et outils logiciels

Pré-traitements : fillrage . . .. ..... ... .. 19
Signaux numeériques : estimation spectrale et filtrage
Applications au filtrage de signaux ECG
Temps-fréquence, ondelettes

Détection du complexe QRS .......... 47
Généralités

L'algorithme de Pan & Tompkins

L"algorithme d’Elgendii

Filtrage adapté

Analyse de variabilité






2.1
2.1.1

Quelques éléments sur I'activité cardiaque et sa mesure
L’activité cardiaque
Le ceeur est composé de deux cavités (coeur droit/gauche). Chacune de ces cavités a 2 compartiments :
oreillette/ ventricule. La description qui suit est extraite du site web [6], qu’on pourra consulter pour plus de
détails.
Chaque battement correspond a une méme séquence
— Ceceur droit : le sang pauvre en oxygene arrive au coeur par la veine cave.
o [l y entre par I’oreillette droite, et en est chassé par sa contraction appelée systole auriculaire.
o Il se déplace dans le ventricule droit.
e La systole ventriculaire (contraction des ventricules) propulse a son tour le sang du ventricule
droit vers les poumons ou il va se charger en oxygene.
— Ceceur gauche : De retour au cceur par les veines pulmonaires,
e Le sang s’accumule dans I’oreillette gauche
e lors de la systole auriculaire, il passe dans le ventricule gauche
e Jlors de la systole ventriculaire le sang est envoyé vers les organes par I’artére aorte.

Ce fonctionnement est schématisé en Figure 2.1 (tirée du site web [7]). On pourra aussi consulter la
video sur le site https://www.youtube.com/watch?v=0tUPjnj_zC4.

Début de 'excitation Retard de 'influx Début de I'excitation  Excitation ventriculaire
auriculaire auriculo-veniriculaire ventriculaire dans complite
l'apex du cour

Neeud
sinusal

Faiscean

e izt Fibres de
auriculo-ventriculaire Purkinje

N PN PN NN NS

FIGURE 2.1 — Un cycle du rythme cardiaque


https://www.youtube.com/watch?v=OtUPjnj_zC4
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L’ activité cardiaque (contraction/relaxation) est liée a une activité électrique se propageant dans tout
I’organe. La contraction est produite par une activité électrique des fibres cardiaques. Cette activité est en
fait une dépolarisation, suivie d’une repolarisation, liées a des mouvements ioniques (potassium, calcium,
sodium) a travers la membrane cellulaire. Ces polarisations/dépolarisations se propagent le long des fibres
cardiaques.

Au repos, la fibre cardiaque est "polarisée”, chargée positivement a I’extérieur, négativement a 1’ intérieur.
Une stimulation produit une modification de la perméabilité de la membrane cellulaire avec inversion
des charges €lectriques, qui deviennent positives a 1’intérieur et négatives a 1’extérieur de la fibre. Cette
dépolarisation se propage le long de la fibre, qui sera ainsi entierement dépolarisée. Elle est transmise aux
fibres voisines et les active de la méme maniere. La propagation de la dépolarisation au long de la fibre est
représentée par un vecteur qui indique sa direction, du négatif au positif.

La dépolarisation est suivie d’une repolarisation de la fibre qui ramene les charges électriques, de part et
d’autre de la membrane, a ce qu’elles étaient au repos. Comme la dépolarisation, la repolarisation se propage
le long de la fibre, en sens contraire ou dans le méme sens.

L’électrocardiogramme

L’électrocardiogramme est une mesure de cette activité électrique via des électrodes qui enregistrent
le potentiel électrique en différents points. Les dérivations cardiaques sont des différences de potentiel
électrique entre deux points, soit deux électrodes (dérivation bipolaire) ou entre un point virtuel et une
électrode (dérivation unipolaire). Les dérivations classiques sont illustrées en Figure 2.2, extraite du site [1].

avL

V5

V4

1 Il
V3
aVvF V1 V2

FIGURE 2.2 — Les 12 dérivations classiques (haut) et tracés ECG correspondants sur un sujet normal (bas).
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Les dérivations cardiaques fournissent des points de vue différents du méme stimulus électrique. On
distingue
— les dérivations frontales ou standard (qui enregistrent le plan électrique frontal du cceur), notées aVL
(bras gauche), aVR (bras droit) et aV F (jambe gauche). Les dérivations bipolaires standard associées
sont notées DI = aVR —aV L, DIl =aVR—aVF et DIII = aVL—aVF (aussi notées I, Il et I1I). 11
existe des dérivations modifiées, qu’on verra dans les exemples plus loin.
— les dérivations précordiales (qui enregistrent le plan horizontal), notées V1, V2 ,... V6.
La géométrie de ces dérivations est représentée en Figure 2.2.

Pour plus de détails, on pourra par exemple consulter le site my-ekg.com.

Représentation d’'un ECG normal

Le tracé électrique (voir Figure 2.3 pour un exemple) se caractérise par une répétition d’accidents appelés
« ondes », et différents intervalles entre ces ondes.

0 5 10 15 20 25
Temps (sec.)
1F w 3

-0.5 ) | |
7.5 8 8.5 9 95
Temps (sec.)

FIGURE 2.3 — Exemple de tracé ECG : segment d’approximativement 28 secondes (haut), zoom sur 3 cycles
(bas).

Rythme sinusal

Un rythme cardiaque est défini comme la succession de trois battements présentant des formes d’onde
identiques. Le fait qu’elles soient identiques indique que leur origine est identique.

Un rythme cardiaque normal est un rythme dit « sinusal » : I’activité cardiaque sous contrdle du nceud
sinusal se caractérise par un certain nombre d’ondes notées P, Q, R, S et T (voir Figure 4.6 pour les
morphologies des différentes « ondes » '), et

— un rythme régulier avec un intervalle RR de longueur quasi-constante,

— la présence d’une onde P avant chaque QRS et d’un QRS apres chaque onde P,

— des ondes P d’axe et de morphologie normales,

— un intervalle PR constant.
Si le rythme est régulier, on peut déterminer une fréquence cardiaque qui est égale a I’inverse de I’intervalle
RR (multipliée par 60, pour étre exprimée en nombre de pulsations par minute).

Lors de I’analyse d’un ECG, on se focalise surtout sur quelques caractéristiques essentielles telles que
I’onde P, I’espace PR, le complexe QRS, le délai d’inscription de la déflexion intrinsécoide (temps qui sépare
le début du complexe QRS du sommet de 1’onde R), du point J (point défini par I’intersection entre la fin du
complexe QRS qui marque la fin de la dépolarisation, et le début du segment ST, début de la repolarisation),
I’espace QT, le segment ST et ’onde T.

Les différentes ondes correspondent a différentes étapes du processus dépolarisation/polarisation, qui
peuvent étre interprétées comme suit.

1. Figure tirée de I’encyclopédie en ligne Wikipedia, comme une partie de la discussion de cette section


https://fr.my-ekg.com/generalites-ecg/derivations-ecg.html
https://fr.wikipedia.org/wiki/Electrocardiographie
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FIGURE 2.4 — Forme d’onde du complexe PQRST.

— L’onde P correspond a la dépolarisation (et la contraction) des oreillettes, droite et gauche. Sa durée
est normalement de 0,08 a 0,1 seconde.

— L’intervalle PR (ou PQ) est le temps entre le début de P et le début du QRS. Il est le témoin du temps
nécessaire a la transmission de I'influx électrique du nceud sinusal des oreillettes au tissu myocardique
des ventricules. Sa durée normale, mesurée du début de 1’onde P au début du complexe QRS est de
0,12 2 0,20 seconde. La durée de I’espace PR diminue lorsque la fréquence cardiaque augmente. Il est
normalement isoélectrique.

— L’onde QRS (appelée aussi complexe QRS) qui correspond a la dépolarisation (et la contraction)
des ventricules, droit et gauche. L’onde Q est la premiére onde négative du complexe. L’onde R est
la premieére composante positive du complexe. L’onde S est la deuxieme composante négative. Le
complexe QRS a une durée normale inférieure a 0,1 seconde, le plus souvent inférieur a 0,08 s.

— Le point J correspond au point de transition entre le complexe QRS et le segment ST . Il est normalement
isoélectrique.

— Le segment ST correspond au temps séparant la fin de la dépolarisation ventriculaire représentée par
le complexe QRS et le début de 'onde 7" . Le segment ST normal est isoélectrique du point J au début
de'onde T.

— Lintervalle QT mesuré du début du QRS a la fin de I'onde T correspond a I’ensemble de la dépolari-
sation et de la repolarisation ventriculaire (temps de systole électrique). Sa durée varie en fonction
de la fréquence cardiaque, il diminue quand la fréquence cardiaque augmente et augmente quand la
fréquence cardiaque diminue. On utilise aussi le QT;. (QT corrigé) qui est la mesure de ’intervalle QT
corrigé par la fréquence selon la formule Q7. = QT /v/RR.

— L’onde T correspond a I’essentiel de la repolarisation (la relaxation) des ventricules, celle-ci commen-
cant des le QRS pour quelques cellules. Sa durée est de 0,20 a 0,25 secondes, 1’analyse de sa durée est
comprise dans 1’analyse de la durée de I’intervalle QT .

— L’onde T atriale (repolarisation des oreillettes) est masquée par I’onde ORS. Elle est négative.

— L’onde U est une petite déflexion parfois observée apres I’onde T dans certaines dérivations précor-
diales, son origine est discutée.

2.2.2 Arythmie cardiaque

On appelle arythmie cardiaque un groupe de conditions dans lesquelles le rythme cardiaque est irrégulier,
trop rapide ou trop lent. La fréquence cardiaque trop rapide - supérieure a 100 battements par minute
chez I’adulte - est appelée tachycardie, et une fréquence cardiaque trop lente - inférieure a 60 battements
par minute - est appelée bradycardie. Certains types d’arythmies ne présentent aucun symptdéme. Les
symptomes, lorsqu’ils sont présents, peuvent inclure des palpitations ou une sensation de pause entre les
battements cardiaques. Dans les cas plus graves, il peut y avoir des étourdissements, des évanouissements,
un essoufflement ou des douleurs thoraciques. Bien que la plupart des types d’arythmie ne soient pas graves,
certains prédisposent une personne a des complications telles qu’un accident vasculaire cérébral ou une
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insuffisance cardiaque. D’autres peuvent entrainer une mort subite.
Les arythmies sont dues a des problemes avec le syst¢éme de conduction électrique du cceur. I1 existe
quatre groupes principaux d’arythmies :

— les battements supplémentaires, qui comprennent des contractions auriculaires prématurées, des
contractions ventriculaires prématurées et des contractions jonctionnelles prématurées ;

— les tachycardies supraventriculaires, qui comprennent la fibrillation auriculaire, le flutter auriculaire et
la tachycardie supraventriculaire paroxystique. Dans la tachycardie supraventriculaire paroxystique, le
coeur se met tout a coup a battre trés vite, 150 a 220 fois par minute. Une telle crise peut durer quelques
secondes seulement, mais aussi se prolonger pendant plusieurs heures. Lors du flutter auriculaire,
I’activité électrique du cceur est un peu plus structurée, alors que la contraction des oreillettes est
en désordre total lors de la fibrillation auriculaire. Dans les deux cas, ces arythmies provoquent une
diminution du débit cardiaque faisant surgir les principaux symptomes.

— les arythmies ventriculaires qui comprennent la fibrillation ventriculaire et la tachycardie ventriculaire.
La tachycardie ventriculaire se produit lorsqu’un foyer électrique émet des pulsions rapides (plus de
100 battements par minute, souvent plus rapide). Suite a cela, les ventricules n’arrivent pas a se remplir
correctement de sang, empéchant la circulation de s’effectuer normalement. Lors de la fibrillation
ventriculaire, les ventricules du coeur n’arrivent plus a se contracter, les pulsations sont tres rapides
et totalement asynchrones. Le flux sanguin s’arréte alors completement et le patient fait un arrét
cardiaque.

— les bradyarythmies, qui sont des rythmes cardiaques avec une fréquence inférieure a 60 battements/min,
généralement dus a des anomalies de la conduction dans le cceur telles qu'une maladie des ganglions
sinusaux ou un bloc auriculo-ventriculaire. Il existe un risque accru de mort cardiaque subite en raison
du ralentissement ou de 1’arrét du ceeur, et des chutes, en particulier chez les personnes adgées, dues a
I’évanouissement.

2.2.3 Traitement des sighaux

2.3

23.1

Le signal électrique détecté est de 1’ordre du millivolt. La précision temporelle nécessaire est inférieure a
0,5 ms. Dans les systémes d’acquisition numériques modernes, la fréquence d’échantillonnage peut atteindre
15 kHz, ce qui est généralement largement suffisant.

Le signal mesuré est généralement dégradé par de nombreuses perturbations, dans différentes bandes de
fréquence. Un filtrage numérique permet d’éliminer les signaux de hautes fréquences secondaires a I’activité
musculaire autre que cardiaque et aux interférences des appareils électriques. Un filtrage basse fréquence
permet de diminuer les ondulations de la ligne de base secondaire a la respiration. Des filtrages coupe-bande
étroits permettent de supprimer I’influence de 1’activité électrique domestique (S0Hz ou 60Hz suivant les
pays).

La qualité du signal peut étre améliorée par le moyennage de plusieurs complexes, mais cette fonction
entraine des artefacts en cas d’irrégularités du rythme cardiaque ou d’extrasystoles, surtout ventriculaire.
Cette technique de moyennage est particulierement employée sur les appareils adaptés aux épreuves d’effort
ou le tracé est fortement perturbé par le patient en mouvement.

L’ analyse et le traitement des électrocardiogrammes font appel a de multiples aspects du traitement des
signaux (voir par exemple [4] pour quelques exemples, ou [12]), qu’il s’agisse de pré-traitements (filtrages,
dé-bruitage,...) ou de problemes plus spécifiques tels que par exemple 1’estimation de rythme cardiaque ou la
détection d’arythmies. Dans ce cours on se focalisera sur un nombre limité de techniques.

Données et outils logiciels

Il existe de nombreuses bases de données publiques fournissant des signaux ECG, et permettant donc de
tester et comparer des algorithmes de traitement. Dans ce cours on se limitera a I’une d’entre elle, qui est une
base de donnée généraliste de signaux physiologiques, la base Physionet.

La base de données Physionet

Les données sur lesquelles on travaillera dans ce cours sont issues de la plateforme en ligne Physionet [5]

https://physionet.org/.


https://physionet.org/
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PhysioNet est une ressource de recherche sur les signaux physiologiques complexes, créée en 1999 par
le National Institute of Health (NIH). Les missions de PhysioNet sont de mener et catalyser des activités
de recherche et d’éducation biomédicales, en partie en offrant un acces gratuit a de vastes collections de
données physiologiques et cliniques et de logiciels libres apparentés. En coopération avec la conférence
annuelle Computing in Cardiology, PhysioNet organise également une série annuelle de défis, axés sur la
recherche sur des problemes non résolus en sciences fondamentales et cliniques.

La plateforme PhysioNet est gérée par des membres du Laboratoire de physiologie computationnelle du
MIT.

La boite & outils WFDB

La Toolbox WFDB (disponible sous différents environnements de calcul scientifique, incluant MAT-
LAB/Octave [10] et Python) est un ensemble de fonctions permettant de lire, écrire et traiter des signaux
physiologiques et des séries chronologiques dans les formats utilisés par les bases de données PhysioBank
(entre autres).

Nous utiliserons la version python, disponible sur

https://github.com/MIT-LCP/wfdb-python
dont la documentation peut étre trouvée sur

https://wfdb.readthedocs.io/en/latest/

WFDB inclut principalement trois sous-paquets :

— Entrées sorties (10) : outils permettant de lire des données sous des formats standardisées, ainsi que
différentes informations telles que ds annotations.

— Graphiques (plot) : outils permettant des représentations graphiques de diverses quantités

— Traitements (processing) : outils de traitement du signal, certains de bas niveau adaptés aux signaux
physiologiques (ré-échantillonnage, filtrage,...), d’autres de plus haut niveau (détection de pics, détec-
tion du rythme cardiaque, détection du complexe QRS, et autres, incluant des outils de comparaison
d’annotation)

e) Exemple : Jeu de données MITDB, sujet *100°.
Les quelques instructions ci-dessous chargent en mémoire (2 partir du site de physionet) les 5000 premiers échan-
tillons des signaux correspondant au sujet 100
rec = ’100’
first_samp = 0
last_samp = 5000
full_record = wfdb.rdrecord(record_name=rec,
pn_dir="mitdb’,
sampfrom=first_samp,
sampto=last_samp)
La variable de sortie full_record est un objet qui contient toutes les informations disponibles sur cet enregistrement,
notamment la fréquence d’échantillonnage, les capteurs (en I’occurrence MLII, version modifie de la dérivation /1, et Vs),
les unités,... Par exemple, les signaux sont stockés dans full_record.p_signal, leurs noms (les noms des capteurs)
sont dans full_record.sig_name, la fréquence d’échantillonnage dans full_record.fs et ainsi de suite.

Les données sont également annotées par des experts, les annotations peuvent étre chargées de la méme fagon
annot = wfdb.rdann(rec,’atr’,
pn_dir="mitdb’,
sampfrom=first_samp,
sampto=last_samp,
return_label_elements=[’symbol’,’description’])
La variable de sortie annot est aussi un objet qui contient les annotations disponibles, en particulier annot . symbol
qui donne les symboles correspondant aux différentes annotations (N pour un battement normal, A pour une contraction
prématurée de I’oreillette), et annot . description pour une description plus longue 2.

On peut tracer les signaux en utilisant des outils de la librairie classiques matplotlib ou les outils spécifiques de
WFDB, comme les quelques lignes ci-dessous utilisées pour produire la Figure 2.5.

2. Voir https://archive.physionet.org/physiobank/annotations.shtm! pour une description de ces annotations


https://github.com/MIT-LCP/wfdb-python
https://wfdb.readthedocs.io/en/latest/
https://archive.physionet.org/physiobank/annotations.shtml
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FIGURE 2.5 — Quelques secondes d’un signal EEG (sujet 100 de la base mitdb)

wfdb.plot.plot_wfdb(full_record,
annot,
time_units=’seconds’,
plot_sym=True)

Ces outils permettent notamment de superposer les annotations, comme on le voit sur la Figure 2.5, ol on voit par
exemple que tous les battements ont ét(é¢ annotés comme normaux, a I’exception du huitieme qui pointe une contraction
anticipée des oreillettes.






Comme on I’a vu, I’analyse et le traitement de signaux ECG font appel a de multiples aspects du
traitement des signaux. On va se focaliser ici sur des techniques tres classiques, utiles dans des phases
d’acquisition et de pré-traitement des signaux. Ce sera 1’occasion de revenir un peu plus en détails sur des
techniques importantes telles que le filtrage ou I’estimation spectrale.

3.1 Signaux numériques : estimation spectrale et filtrage

3.1.1 Signaux numériques

On ne revient pas sur le probleme d’échantillonnage, on traitera ici uniquement des signaux déja
numérisés, de la forme x, = x(n/n), n € R étant la fréquence d’échantillonnage, et x étant un signal
analogique (i.e. a temps continu), issu d’un filtrage passe-bas permettant son échantillonnage a la fréquence
7. Les échantillons x, sont donc indexés par un entier 7.

— Dans un cadre théorique, on travaillera souvent dans le cadre de signaux de longueur infinie, i.e. n € Z,
on sera amenés dans ce cas a utiliser des modeles mathématiques d’espace de signaux. Un cadre
naturel est celui de ’espace ¢%(Z) des signaux dits d’énergie finie {x[n], n € Z} tels que

Y e <o

n=—oo

qui est muni du produit scalaire

=

Ve =Y, xnyhl,  xyecV, G.1)
Nn—=—oo
donc on peut montrer (par I’'inégalité de Cauchy-Schwarz) qu’il existe toujours, et de la norme associée
x€(Z) = x| = 4 /<x,x)ez(z).
Plus généralement, on utilise parfois les espaces ¢ (Z) des signaux {x[n], n € Z} tels que Yo, |x[n]|” <
co, munis de la norme x — ||x||, = [¥, |x[n]|P]1/1’ et de I’espace £*(Z) des signaux x bornés, c’est
a dire tels qu’il existe une constante notée ||x||. telle que |x[n]| < ||x|| pour tout n. L’application

x € {*(Z) — ||x||- est une norme sur £(Z).
— Dans le cas de signaux de longueur finie, on supposera n € {0,1,...N — 1}, N étant le nombre
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d’échantillons. Le cadre algébrique naturel est alors I’espace Hermitien CV, muni du produit scalaire
N-1

(xy)ev = Y x[nfyln],  xyeCV. (3.2)
n=0

et de la norme associée ||x|| =/ (x,x)cn.

Dans les calculs numériques, les signaux considérés seront toujours de longueur finie. On les considere
souvent comme des restrictions a {0,...N — 1} de signaux de longueur infinie périodiques de période N.

Remarque 3.1 — Bref rappel sur les nombres complexes. Les signaux d’intérét sont généralement
des signaux réels. Par contre nous verrons en étudiant la transformation de Fourier que des signaux
complexes s’introduisent assez naturellement. On rappelle tres brievement ici quelques éléments sur les
nombres complexes.

— Les nombres complexes sont utilisés pour représenter des couples de nombres réels : (a,b) € R* —
z=a+ ib. Le nombre i est tel que i = —1.

— La raison fondamentale pour utiliser des nombres complexes est qu’ils permettent de donner des
solutions que n’en ont pas (ou pas suffisamment) si on se limite a des réels. En particulier, Tout
polynoéme de degré N admet exactement N racines complexes.

— Pour z € C, le nombre (réel positif ou nul) |z| = Va% + b? est le module de z (qui est aussi la
longueur du vecteur (a,b) du plan).

— On écrit aussi sous forme polaire z = |z|e’®. Le nombre 6 €] — &, 7] est 'argument de z. a =
|z] cos(0) est la partie réelle de z. b = |z|sin(0) est la partie imaginaire de z.

— Le conjugué (ou complexe conjugué) 7 de z = a+ib € C est le nombre 7 = a — ib = |z]e~"?,
symétrique de z par rapport a I’axe réel dans le plan complexe.

Imz 0z
>
argz

Rez

Le nombre complexe z = |z| (cos(0) + isin(0)) dans le plan complexe

Remarque 3.2 Nous utiliserons plus loin la transformation de Fourier discrete (TFD), et la transforma-
tion de Fourier finie (TFF). On donnera une définition prenant en compte une fréquence d’échantillonnage
1 (qui est prise égale a 1 dans la définition classique).

Comme on le verra, la TFD d’un signal numérique de longueur infinie est une fonction d’une variable
réelle, périodique de période 1, que I’on peut identifier a sa restriction & un intervalle de longueur 1,
Iintervalle [~1 /2,71 /2] en I’occurrence. On sera donc amené considérer I’espace L([—1 /2,1 /2]) des
fonctions définies sur [—1) /2,1 /2] de module carré intégrable. Cet espace est muni d’une structure
d’espace de Hilbert par le produit scalaire

/
U= [ SVROIGY,  feel(-n/zn/). 63

duquel dérive la norme || f|| = /{f, /)2

3.1.2 Filtrage numérique

Les opérations de filtrage sont les opérations de base du traitement du signal. Comme on va le voir plus
loin, le filtrage est utilisé pour modifier le “contenu fréquentiel” des signaux.
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Définition 3.1 Un filtre numérique est un opérateur linéaire noté K}, associant & un signal numérique x
un autre signal Kjx, appelé signal filtré, de la forme

K= Y hmlsfn—m] (3.4)

k=—oco

pour tout n tel que la série soit convergente. La suite & = {h[n],n € Z} est appelée réponse impulsionnelle
du filtre.

Le filtre est dit causal si h[n] = 0 pour tout n < 0. Il est dit stable si Kjx est borné pour tout x borné.
1l est réalisable 5’1l est causal et stable.

La contrainte de causalité est fondamentale en traitement des signaux analogiques, car il n’est pas possible
de construire de dispositif physique utilisant 1’avenir. Les choses sont plus nuancées pour le traitement des
signaux numériques, la causalité n’est plus une contrainte forte. Cependant on, préfere souvent utiliser quand
méme des filtres causaux.

La contrainte de stabilité est définie dans le cas de signaux de longueur infinie, et n’est donc théoriquement
pas pertinente dans le cas de signaux de longueur finie. Cependant, dans certaines opérations, un filtre de
longueur finie peut étre théoriquement stable, mais présenter des instabilités numériques. C’est pour cela que
cette notion conserve quand méme une importance pratique.

Remarque 3.3 1l est facile de montrer qu’un filtre numérique est covariant par translations : étant donné
un signal numérique x, si on note y' un translaté de x de la forme :

y[n] = x[n—no] , nez
pour tout entier no, il vient immédiatement
(Kny)[n] = (Knx)[n—no] .

Lorsque la réponse impulsionnelle / du filtre a un nombre fini de coefficients non-nuls, on dit que le filtre est
a réponse impulsionnelle finie (filtre FIR). Dans le cas contraire, il est a réponse impulsionnelle infinie (filtre
IIR).

= Exemple 3.1 — Filtrage d’un bruit blanc. Un bruit blanc est une suite de nombres aléatoires indépendants
identiquement distribués (par exemple suivant une loi Gaussienne). On peut effectuer un filtrage passe-bas
par un simple lissage, en remplacant chaque échantillon par la moyenne de cet échantillon et des L — 1
échantillons précédents :

y[n] = Iy x[n—1] .
(=0

Cette opération est bien un filtrage FIR au sens précédent, qui élimine (ou tout du moins réduit) les variations
a une échelle inférieure a L. La réponse impulsionnelle est de longueur L, constante égale = 1/L. .

e) Exemple : Filtrage moyenne mobile Les lignes ci-dessous illustrent le filtrage passe-bas par moyenne
mobile. La fonction 1filter implémente (notamment) le filtrage par un filtre FIR. La séquence d’instructions ci-
dessous génére une réalisation de longueur 250 d’un bruit blanc Gaussien (fonction np . random.normal), une réponse
impulsionnelle finie constante sur son support (de longueur 10, puis 25) et effectue le filtrage correspondant. Celui-ci
s’assimile a un lissage du signal initial a des échelles de 10 et 25 échantillons respectivement.

w = np.random.normal (loc=0.0, scale=1.0, size=250)

L1 =10
hl = np.ones(L1)/L1
L2 = 25

h2 = np.ones(L2)/L2

y1l = signal.lfilter(hl,1,w)
y2 = signal.lfilter(h2,1,w)
plt.plot(w)
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FIGURE 3.1 — Deux filtrages de type "lissage" d’un bruit blanc gaussien (bleu), a deux résolutions différentes
(orange : L = 10; vert : L =25).

plt.plot(yl)

plt.plot(y2)
Le résultat est représenté en Figure 3.1. Comme on peut le voir, le signal filtré avec L = 10 est une version "lissée" du
bruit blanc, et le signal filtré avec L = 25 apparait encore plus lisse.

» Exemple 3.2 — Filtrage de la composante basse-fréquence d’un signal ECG. Le tracé ECG brut fait
généralement apparaitre une fluctuations lentes de ligne de base, aussi appelés instabilités (voir Figure 3.2,
tracé du haut). La ligne de base, aussi appelée ligne isoélectrique doit correspondre a ce que serait la mesure
en I’absence d’activité électrique. Pour ne pas fausser I’interprétation, il est fondamental de supprimer, ou
tout du moins atténuer au maximum cette instabilité. Les tracés de la Figure 3.2 montrent le résultat de
I’estimation de la ligne de base par lissage comme dans 1’exemple 3.1 ci-dessus (superposée au signal ECG,
tracé du milieu), puis le signal corrigé par soustraction de la ligne de base (tracé du bas). On peut constater
que les principales fluctuations de la ligne de base ont bien été compensées, mais que le résultat n’est pas
parfait. .

e) Correction de ligne de base par lissage On utilise ici le méme enregistrement de la base de données de
MIT du site PhysioBank, de longueur 30 secondes environ, on se limite a une seule électrode (V5). On procede comme
précédemment (filtrage par lissage) pour estimer cette fois une ligne de base, qu’on soustrait au signal. La longueur du
lissage est fixée de fagon ad hoc pour éliminer les variations trop rapides. La ligne de base estimée est superposée au
signal (en orange dans la figure du milieu).

L = 250

h = np.ones(L)/L

V5_baseline = signal.lfilter(h,1,V5)

V56_corrected = V5 - V5_baseline

L’estimation que nous avons faite ici reste tres grossiere, le lissage étant lui méme une forme de filtrage

tres rudimentaire. Pour aller plus loin, nous allons maintenant entrer davantage dans la théorie du filtrage, et
voir comment construire des filtres de gabarits pré-définis.

Transformation de Fourier Discréte, transformation de Fourier Finie
Soit x = {x[n], n € Z} un signal numérique. Sa transformée de Fourier Discrete (TFD) est la fonction

périodique v — £(V), de période 1 définie par

~ - _2i

£v)=Y) xlnle ixvn/n (3.5)

Nn=—oo

pour tout Vv tel que la série soit convergente. Ici 1 est un parametre, qui peut étre une fréquence d’échan-
tillonnage, ou étre pris égal a 1. La variable v est appelée “fréquence”, et la variable @ = 27V est appelée
pulsation .
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FIGURE 3.2 — Extrait de 30 secondes environ d’un signal ECG (haut), estimation de la ligne de base (milieu,
courbe orange) et signal corrigé (bas).

Notons que compte tenu de la périodicité de X, on se contente de considérer ses valeurs dans I’intervalle
[0,7], ou plus souvent [—7n /2,1 /2].

Si on se place dans le cadre des signaux de £2(Z), La TFD est inversible. Plus précisément, on a

Théoréme 3.4 La transformation de Fourier discréte est multiple d’une transformation unitaire de ¢>(7Z)
sur L2([-n/2,1n/2]) : pour tout x € ¢*(Z), £ € L*([-1n/2,1/2]), et 1a formule de Parseval

_/ ok |2dv—2|x (3.6)

est vérifiée. La transformation inverse est donnée par

n/z2. .
== / )N gy (3.7)
n/2

Remarque 3.5 — Symétrie Hermitienne de la TFD. Notons que si x est un signal a valeurs réelles,
alors X possede la symétrie Hermitienne : pour tout v

£(—v) =%(v) . (3.8)

On montre alors que la transformation de Fourier inverse peut se simplifier comme
n/2 .
x[n] =2 Re / (V) gy | (3.9)
0

ou Re désigne la partie réelle.

Il existe une version de la transformation de Fourier adaptée aux signaux de longueur finie, qu’on appellera
Transformation de Fourier Finie (TFF). En se placant dans 1’espace C*, on définit la TFF d’un signal x € CF
comme le vecteur £ € CL défini par

L—-1
£k = % Y x[(e 2L (3.10)
(=0
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Il est possible de démontrer que la TFF ainsi définie est inversible, avec une TFF inverse définie par
| L=l

- ﬁ Z xA[k]eziﬂk[/L ’ (311)
(=0

et une formule de Parseval (conservation de la norme)

x[¢]

L—-1 L—-1
117 =Y [5k]17 =) Ix{e]? = [lxll? - (3.12)
k=0 (=0

Remarque 3.6 — Périodicité de la TFF. 1. La TFF £ de x € CE est un vecteur de CL. Ceci étant, on
peut aussi la voir comme la restriction a {0, ...L — 1} d’un vecteur de longueur infinie, qui vérifie
la propriété de périodicité £[k + L] = £[k] pour tout k € Z.
2. Dans ce contexte, on peut aussi interpréter les éléments £[k] d’indice k > L/2 comme des éléments
associés a des fréquences k — L négatives.

Remarque 3.7 — Symétrie Hermitienne de la TFF de signaux réels. Comme la TFD, la TFF posséde
une symétrie Hermitienne : si x € CE, alors

£[L— k] = £[—k] = %[k] . (3.13)

@ TFF et représentation graphique.
Il existe différentes implémentations de la TFF sous Python. ON utilisera ici celle du package £ft de numpy.La
séquence d’instruction

fs = 8000
T=2
L = np.round(fs*T)

times = np.linspace(0,T,L)

£f0 = 440

sig = np.cos(2*np.pi*f0*t) + np.cos(4*np.pi*f0*t)/2 + np.cos(6*np.pi*f0*t)/3
fsig = np.fft.fft(sig)

calcule la transformée de Fourier discréte d’une somme de trois sinusoides de fréquences multiples de £0=16. sig est ici
un vecteur réel, et £ est un vecteur complexe, on n’en représentera que le module.

Par défaut, les fréquences calculées par la TFF sont linéairement espacées entre la fréquence nulle et la fréquence
d’échantillonnage. C’est ce qui est représenté sur le premier graphique de la Figure 3.3. Il est plus courant de représenter
la TFF sur un axe de fréquences symétrique par rapport a 1’origine, on peut utiliser la fonction £ftshift (qui ne calcule
pas de transformée de Fourier, elle se contente de réordonner une transformée de Fourier déja calculée). Finalement,
pour des signaux réels, la transformée de Fourier posseéde une symétrie Hermitienne, et on se contente généralement de
représenter uniquement les fréquences positives. Ces trois représentations, visibles sur la Figure 3.3 sont obtenues par les
instructions suivantes

plt.subplot(3,1,1)

freqs = np.linspace(0,fs,L)/1000
plt.plot(fregs,np.abs(fsig))

plt.grid()

plt.subplot(3,1,2)

freqs = np.linspace(-fs/2,fs/2,L)/1000
plt.plot(freqgs,np.fft.fftshift(np.abs(fsig)))
plt.grid()

plt.subplot(3,1,3)

Lover2 = np.int(ap.round(L/2))

freqs = np.linspace(0,fs/2,Lover2)/1000
plt.plot(fregs,np.abs(fsig[0:Lover2]))
plt.xlabel(’Freq. (kHz)’)

plt.grid()
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FIGURE 3.3 - Trois représentations de la transformée de Fourier d’une somme de 3 sinusoides : [0, 7] (haut),
[—1/2,1/2] (milieu) et [0,77/2] (bas).
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FIGURE 3.4 — Fonctions de transfert des deux filtres de lissage de I’exemple 3.1.

3.1.4 Transformation de Fourier et fillrage

Une propriété remarquable de la transformation de Fourier discrete est qu’elle transforme filtrage en
multiplication point par point. En effet, étant donné un filtre de réponse impulsionnelle %, son action s’écrit
dans le domaine de Fourier

Kix(v) =h(v)%(v), ve[-n/2,n/2]. (3.14)

La fonction

est appelée fonction de transfert, ou impédance, ou réponse fréquentielle du filtre. On voit donc que I’effet
d’un filtre est bien de modifier le contenu fréquentiel des signaux, par multiplication par cette fonction de
transfert. L’action d’un filtre T = K, de fonction de transfert m = h s’écrit donc aussi sous la forme

n/2 .
Tx[n] = % / /zm(v))?(v)ezm""/n dv . (3.15)
-n

Les fonctions de transfert des deux filtres de lissage décrits dans I’exemple 3.1 sont donnés dans la
figure 3.4. On voit bien que la fonction de transfert est proche de 1 pour des fréquences proches de 0, puis
décroit, plus rapidement pour L = 32 que pour L = 8. On peut donc dire que ce filtre a tendance a préserver
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FIGURE 3.5 — Représentation des zéros des deux filtres de lissage de I’exemple 3.1.

les basses fréquences et atténuer les hautes fréquences (on parle de filtre passe-bas). Par contre on note la
présence de "rebonds", qui font que ce comportement n’est pas régulier.

Plus précisément, ces rebonds sont dus a la présence de "zéros" : des valeurs v, de la fréquence pour
lesquelles la fonction de transfert s’annule. On représente souvent ces zéros dans le plan complexe, en y
positionnant les nombres complexes

%= e2i7TVk/7“I )

On a ainsi représenté dans la Figure 3.5 les zéros des deux filtres de lissage évoqués plus haut.

De tels filtres de lissages ne sont pas capables de supprimer (ou atténuer fortement) des domaines
fréquentiels donnés, tout en en préservant d’autres. Concrétement, on aimerait pouvoir disposer de filtres
(par exemple filtres passe-bas) idéaux, au sens ou leur fonction de transfert soit ’indicatrice d’un intervalle
symétrique par rapport a 1’origine.

On voit bien d’apres ce qui précede que la fonction de transfert d’un filtre FIR causal de réponse
impulsionnelle {A[0],...A[L]} est en fait un polyndme trigonométrique (c’est a dire un polyndme de la
variable complexe e~ 2%V/M) de degré L :

L-1
h(v)=Y h[n)e~2mvn/m
n=0

Or il est connu que de tels polyndmes trigonométriques peuvent difficilement approximer des fonctions
discontinues (c’est le phénomene de Gibbs). On doit alors recourir a des filtres a réponse impulsionnelle
infinie.

Il existe une famille de tels filtres, appelée famille de filtres récursifs, dont I’utilisation ne fait toutefois
intervenir qu’un nombre fini d’opérations. Ces filtres associent a un signal d’entrée x un signal de sortie y
solution de 1’équation

K L
Y alklyln—k] =Y bllxn—1],  VneZ, (3.16)
k=0 =0

appelée équation aux différences ot les nombres a[k| et b[¢] sont des coefficients qui caractérisent le filtre,
avec en particulier a[0] = 1. Cette équation s’écrit aussi sous la forme

L

K
ylnl =} blllxln— 0]} alklyln—k] ,
k=1
qui fait bien apparaitre la nature causale du filtre.

Remarque 3.8 — Diagramme d’un filtre d’ordre fini. Un filtre d’ordre fini est un filtre qui ne requiert
qu’un nombre fini d’opérations pour le calcul de chaque échantillon du signal filtré. Un filtre FIR est par
construction d’ordre fini, son ordre est égal au nombre de coefficients. Un filtre récursif tel que défini par
I’équation (3.16) est aussi d’ordre fini, I’ordre est égal 2 max(K,L).
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On peut associer a ces filtres un diagramme, qui en schématise les opérations. Par exemple, la
FIGURE 3.6 représente le diagramme d’un filtre FIR. Les boites triangulaires représentent la multiplication
d’un échantillon par un nombre, les boites rectangulaires (z~!) représentent un décalage d’un échantillon
(comme on le verra plus tard avec la transformation en z). La FIGURE 3.7 représente deux diagrammes
équivalents d’un filtre FIR. Ces deux figures sont tirées de [ 1].

71 . -1 . 1 . 1 . -1 . ..
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FIGURE 3.6 — Diagramme en blocs d’un filtre a réponse impulsionnelle finie.

y(n)

(@)

(b)

FIGURE 3.7 — Diagrammes en blocs d’un filtre a réponse impulsionnelle infinie : formes directes I (a) et II

(b).

Par transformation de Fourier, 1’équation (3.16) peut s’écrire

av)i(v) =b(v)i(v),  vel-n/2,n/2],

qui permet d’exprimer la fonction de transfert comme fonction rationnelle trigonométrique

L —2invel
Xl blfle i .
m(v) T vK _2invk / ’ ( . )
Yi—oalkle=2mve/m
c’est a dire le quotient de deux polyndmes trigonométriques de degrés respectifs L et K. L’étude de telles
fonctions de transfert repose généralement sur la transformation en z, que nous allons voir plus loin. On verra
en particulier que sous certaines conditions sur les coefficients alk] et b[¢], il est possible de montrer que
I’opérateur 7 : x — y solution de 1’équation (3.16) est bien un filtre stable et causal.

La fonction de transfert m(z) d’un filtre est a valeurs complexes, et n’est pas toujours facile a interpréter.
On s’intéresse alors tout d’abord a son module ou son module au carré. On en voit un exemple ci-dessous.
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= Exemple 3.3 — Filtre passe-bas de Butterworth d’ordre 1. On considere le filtre dont le module carré
de la fonction de transfert est donné par

1 +cos(2mv/n)
(1+cos(2nv/n)) + k(1 —cos(2nv/n)) ’

m(v)P =

ol k est une constante. On voit en particulier que |m(0)|*> = 1 et |m(£n/2)|> = 0. Ce filtre est un filtre
passe-bas, qui préserve les basses fréquences (les fréquences proches de 0) et atténue les hautes fréquences
(les fréquences proches de £1/2).

Le r6le du parametre k est de déterminer le domaine des fréquences qui seront atténuées.

Il s’agit ici d’un filtre d’ordre 1, il existe des filtres de Butterworth d’ordres plus élevés, qui permettent
une coupure plus nette dans le domaine fréquentiel, au prix de cofits en calcul plus élevés (et d’instabilités
numériques qu’il faut contréler). Les modules carrés de quelques exemples de fonctions de transfert de filtre
passe-bas de Butterworth d’ordres plus élevés sont représentés en Figure 3.9. .

Transformation en ;

La transformation de Fourier discréte donne une représentation d’un signal dans le domaine fréquentiel.
La transformation en z permet d’étendre cette représentation a un espace plus grand, dont on va voir
qu’il permet une interprétation physique. Notons tout d’abord que la fonction exponentielle v — emv/m
transforme le segment [—1 /2,1 /2] des fréquences dans le cercle de rayon 1 dans le plan complexe, comme
représenté dans la figure 3.8. Le principe de la transformation en z est de ne pas se limiter a ce cercle de
rayon 1, mais de considérer le plan complexe tout entier. Comme on peut le voir sur la figure, en écrivant le
nombre complexe z en coordonnées polaires z = ¢27V/M, I’argument (aussi appelé phase) décrit la fréquence.

Im
L]
X 2 2= (’Zl mvin
\ar, Z
v=n/2 .  are(z)
v=—"/2 ° Re
X
X
L]

FIGURE 3.8 — Le plan complexe utilisé dans la transformation en z. Le cercle de rayon 1, donné par
7= e¥™/M reproduit le segment fréquentiel [—1 /2,1 /2.

La transformation en z associe a un signal numérique une fonction de cette variable complexe z. Elle peut
étre vue comme un prolongement de la TFD dans le plan complexe, et ses propriétés en font un outil tres
utilisé en traitement du signal. On donne ci-dessous la définition, avant de discuter les principales propriétés
mathématiques.

Séries de Laurent, transformation en ;

Etant donné un signal numérique {x[n],n € Z}, il existe des cas ol sa transformée de Fourier discréte
n’est pas définie au sens classique. On a parfois recours a une alternative, la transformée en z, dont on décrit
ci-dessous les propriétés essentielles, sans entrer dans les détails.

Définition 3.2 Soit x = {x[n],n € Z} un signal numérique. Sa transformée en z est la série de Laurent

(3.18)

n—=-—oo

définie dans une couronne de convergence (éventuellement vide) r| < |z| < r,.
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On sait d’apres des résultats généraux sur les séries de Laurent que X est holomorphe dans sa couronne
de convergence. Inversement, étant donnée une fonction X holomorphe dans une couronne r; < |z| < ry, elle
admet un unique développement en série de Laurent. De plus, on a le résultat classique suivant :

Proposition 3.9 Le rayon de convergence p de la série entiere z — Y. a[n|z" est donné par

dn

1
— = lim sup |a,|"/" = lim sup
pP n—yoo n—yoo

An+1

Le premier critere est le critere de Cauchy, le second est le critere de d’ Alembert.

On en déduit immédiatement la couronne de convergence de la transformée en z d’un signal numé-
rique :

Corollaire 3.10 Soit X la transformée en z de la série x. Les bornes de la couronne de convergence de X
sont données par

1
ri = lim sup |x[n]]'/" ,  — = lim sup |x[—n]|"/" . (3.19)
n—soo r n—oo

= Exemple 3.4 On dit qu’un signal numérique x est causal si x[n] = 0 pour tout n < 0. Inversement, x est dit
anticausal si x[n] = 0 pour tout n > 0. Supposons que x soit causal. Alors il est évident que r, 1'=0, de sorte
que la transformée en z de x est bien définie dans le domaine |z| > ry, c’est & dire a I’extérieur d’un cercle de
rayon ry.

De méme, si x est anticausal, r; = 0, et X(z) est bien défini a I’intérieur du cercle de rayon r;. n

Inversion de la transformation en

Il existe plusieurs techniques permettant d’inverser une transformation en z. La plus simple consiste a
expliciter un développement en série de Laurent de la fonction X considérée. Le développement en série de
Laurent étant unique, ceci fournit directement une transformée inverse.

= Exemple 3.5 Prenons I’exemple de la fonction

Z
X(z) = zZ| < |20] 5
@)= H<ll

on peut alors écrire, pour |z| < |zo],

1

X@ = o= Zi(zzo) TS

z=20 20 l-z/20 20,5 e
ce qui, conjugué a ’unicité du développement en série de Laurent, fournit

_J 75 pourn<O
A = { 0 sinon.

Une alternative consiste a utiliser la TFD. Soit X la transformée en z d’un signal x, et soit 7 un nombre
tel que r; < r < rp. Calculons

1/2 . . ~1/2 .
/ X (reZWG) eZmnG do = Zx[m]rfm / eZl(nfm)ne do = rfnx[n] )
J-1)2 -~ ~1/2
On peut donc écrire
1/2 : 4
x[n] — / X (re2m'6) eZmn'Q 4o .
J—1/2

2it6

Par un changement de variables complexes z = re“'*", on obtient donc
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Proposition 3.11 Soit x un signal numérique, et soit X sa transformée en z, définie dans la couronne de
convergence r| < |z| < rp. Les coefficients de s sont donnés par

1 dz
] = 5 fc X(2)2" ?Z : (3.20)

ol C est un cercle centré sur I’origine du plan complexe, de rayon r €]ry,r3].

On a généralement recours a la méthode des résidus pour calculer de telles intégrales.

Transformation en ; et filtrage numérique

L’un des intéréts de la transformation en z est son comportement vis a vis des transformations simples,
et en particulier des translations. Etant donnée un signal {x[n],n € Z}, et un signal translaté {x'[n],n € Z}
donné par x'[n] = x[n— k], on voit immédiatement que leurs transformées en z sont reliées par X' (z) = zXX (z).
Le corollaire immédiat est le comportement de la transformation en z vis a vis du filtrage numérique.

Etant donné un signal numérique x et une filtre numérique de réponse impulsionnelle &, et y = Kj,x le
signal filtré, alors pour tout z a I'intérieur de I’intersection des couronnes de convergence des transformées X
et H de x et h respectivement, on a

V() = Yol = YAkl — k0
n nok

de sorte que I’on a
Y(z) =H(2)X(z) . (3.21)

La fonction H est elle aussi appelée fonction de transfert du filtre.
En particulier, dans le cas d’un filtre récursif comme précédemment, on a

L _
_ Zé:() bZZ "
Y& qarz*

c’est a dire que la transformée en z de &, qui est aussi la fonction de transfert du filtre, prend la forme d’une
fraction rationnelle

_ Yiobiz™ _ Bl2)
Zszo az % Alz) 7

ol A et B sont les transformées en z des suites de coefficients a et b.

Cette expression est a rapprocher de I’expression (3.17) obtenue avec la TFD. En fait (3.17) est le cas
particulier de (3.23) quand on contraint la variable z a rester sur le cercle unité dans le plan complexe.

Le plan complexe peut donc étre vu comme un prolongement du cercle unité, que I’on a associé au
segment fréquentiel [—11 /2,1 /2]. Voir Figure 3.8.

Y(2) 2), (3.22)

H(z) (3.23)

Factorisation de filtres

L’expression (3.23) de la fonction de transfert d’un filtre récursif fait donc apparaitre deux polyndmes
dans la variable complexe z~!, P(z~!') = B(z) au numérateur et Q(z~!) = A(z) au dénominateur. On sait que
tout polyndme d’une variable complexe est scindé, et peut donc €tre totalement factorisé (et caractérisé par
ses racines, a une constante multiplicative prés). On peut donc écrire la fonction de transfert H(z) sous la
forme factorisée

(I—ziz ) (=2 ") (l—zz™") k., z—2)(z—2)...(z—2)

HO = e (G ) G ) 2% )G &)

(3.24)

N

ol
— g = H(0) est appelé gain du filtre.
— 21,...2; sont les zéros du filtre
— {,...Ck sont les péles du filtre.
Une représentation graphique se trouve en Figure 3.8. C’est cette factorisation que nous allons maintenant
exploiter.
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I Définition 3.3 On dit qu’un filtre causal K, est d’ordre fini si K}, peut étre réalisé comme un filtre récursif
comme en (3.16).

L’équation (3.24) montre que de tels filtres d’ordre fini peuvent étre caractérisés par les poles et les zéros de
leur fonction de transfert H(z). On parle de représentation poles-zéros .

Comme on I’a vu plus haut, la fonction de transfert elle-méme est souvent difficilement interprétable,
son module carré est plus facile a appréhender. En fait, la construction d’un filtre repose souvent sur la
construction préalable d’un module carré de fonction de transfert, dont on extrait une "racine module carré".
Le résultat qui suit montre que ceci est possible, et produit sous certaines conditions des filtres stables et

causaux.

Proposition 3.12 1. Soit K}, un filtre causal stable d’ordre fini. Alors le module carré de sa fonction de
transfert M = |h|? est une fonction rationnelle non-négative de la variable réelle w = cos(2v/n) €
[_ 1’ 1] :

ou .4 et Z sont deux polyndmes.
2. Inversement, étant donnée une fonction rationnelle non-négative v — M(v) € R de w = cos(27v)
comme ci-dessus, il existe un filtre causal stable d’ordre fini K, tel que |2(Vv)|> = M(v).

Remarque 3.13 Le filtre K, n’est pas unique, sa construction repose sur un bon choix des zéros et des
poles.

1. Les contraintes de causalité et de stabilité du filtre obligent a choisir les pdles §; de la fonction de
transfert a I’intérieur du disque unité dans le plan complexe. La proposition ci-dessus montre que
cela est toujours possible.

2. Il reste la liberté de choisir les zéros z; a I’intérieur ou a I’extérieur du disque unité pour former
la fonction d. Choisir tous les zéros a I’intérieur du disque unité conduit aux filtres dits a phase
minimale.

Un exemple est donné par la famille des filtres de Butterworth (dans leur version numérique), qui constituent
des approximations de filtres passe-bas idéaux. En introduisant de nouveau la variable w = cos(2nv/n), les
filtres de Butterworth sont caractérisés par une fonction de transfert telle que

(w+1)E

OIF =W = k=t

(3.25)

ou L est un entier positif fixé, et ¢ une constante positive, qui détermine la fréquence de transition entre
bande passante et bande atténuée, via la relation

[ 1+cos(2mvy/M) L
k=3 <1 —cos(27tvo/n)>

(par exemple, k = 3 correspond a une fréquence de coupure égale a vo = 11/4).

@ Filtres de Butterworth.

Le package scipy.signal implémente de nombreux outils de filtrage et de design de filtres. Les filtres IIR les plus
couramment employés sont probablement les filtres de Butterworth (voir aussi les filtres de Chebyshev). La fonction
butter de scipy.signal génere les coefficients de filtres de Butterworth d’ordre et fréquence de coupure donnés.

Dans les lignes qui suivent on génere un filtre passe-bas de Butterworth d’ordre 4 et de fréquence de coupure égale a
880 Hz (pour une fréquence d’échantillonnage de 8kHz), et on représente sa réponse fréquentielle.

fs = 8000
b_ord = 4
fc = 880

b,a = signal.butter(b_ord,fc,fs=£fs)
f,m = signal.freqz(b,a)
f = £/1000
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FIGURE 3.9 — Réponses fréquentielles de filtres passe-bas de Butterworth d’ordres 4, 10 et 16, de fréquence
de coupure égale a 880 Hz. La réponse en fréquence est tres proche de 1 et "plate” dans la bande 0-880 Hz,
et décroit ensuite d’autant plus vite que 1’ordre est élevé.

plt.semilogy (f*fs/2/np.pi,np.abs(m))

plt.grid()
La Figure 3.9 représente les réponses fréquentielles de filtres de Butterworth d’ordres 4, 10 et 16 respectivement. 11 faut
signaler le risque d’instabilités numériques liés aux filtres d’ordres élevés (présents ici pour les ordres 10 et 16). Dans ce
cas, il est préférable d’utiliser une autre forme des filtres, appelée second order section (sos), basée sur des factorisations
du filtre en filtres plus courts. C’est cette syntaxe qui a été utilisée pour les filtres d’ordres 10 et 16 :

b_ord = 10

sos = signal.butter(b_ord,fc,fs=fs,output=’sos’)
f,m = signal.sosfreqz(sos)

f = £/1000

plt.semilogy (f*fs/2/np.pi,np.abs(m))

On représente en Figure 3.10 les zéros et pdles des filtres ainsi générés. La syntaxe pour obtenir ces zéros et poles
est de la forme

z,p,k = signal.tf2zpk(b,a)
ou
z,p,k = signal.sos2zpk(sos)

suivant le format utilisé pour générer les filtres.

Comme on peut le voir, il y a bien un zéro pour z = —1, qui correspond & v = £1 /2 (ce zéro est en fait multiple,
d’ordre égal a I’ordre du filtre), et des poles a I’intérieur du disque unité.

De méme, on représente en Figure 3.11 la réponse fréquentielle et le diagramme pdle-zéro d’un filtre
passe-bande de Butterworth d’ordre 10, de fréquence de bande passante [1500,2000] Hz (fréquence d’échan-
tillonnage : n = 8kHz).

Applications au filirage de signaux ECG

On va maintenant voir des applications des techniques de filtrage vues plus haut au pré-traitement de
signaux ECG. Ces différentes étapes de filtrage permettent de supprimer un certain nombre d’artefacts
qui peuvent perturber I’analyse, comme une ligne de base (composante tres basse fréquence) provenant
de la respiration du sujet, une composante oscillante a une fréquence bien déterminée correspondant a
I’électricité domestique, ou diverses autres sources. Nous allons commencer ce chapitre par une discussion
de la problématique d’estimation spectrale
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FIGURE 3.10 — Représentation des zéros et des poles dans le plan complexe pour des filtres passe-bas de
Butterworth d’ordres 4, 10 et 16, de fréquence de coupure égale a 880 Hz.
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FIGURE 3.11 — Représentation fréquentielle (gauche) et représentation des zéros et des poles dans le plan
complexe (droite) pour un filtre passe-bande de Butterworth d’ordre 10, de fréquence de bande passante

[1500,2000] Hz.

Estimation spectrale

On entend généralement par spectre d’un signal une mesure de son "contenu fréquentiel”. Ceci suppose
que ce dernier ne varie pas au cours du temps (au moins dans un intervalle suffisamment long). Cette
hypothese est appelée stationnarité, elle peut étre définie dans le cadre de modeles de signaux aléatoires,
qu’on n’abordera pas dans ce cours.

Le probleme d’estimation spectrale est un probleme classique en statistique et traitement du signal. Le
probleme est le suivant : on dispose d’une signal de longueur finie, que I’on suppose étre une observation de
longueur finie d’un signal stationnaire. La question est la suivante : comment estimer le spectre de celui-ci a
partir de cette unique observation.

Etant donné un signal de longueur L échantillons, on dispose de plusieurs approches pour estimer un

spectre.
— Le Périodogramme : basé sur une simple transformation de Fourier finie, élevée au module carré :

2[K]|° (3.26)

kn 1 2imkt/L S
— — — —2ITtkt — —
S( 3 > I Zglox[f]e 7

Le spectre estimé par le périodogramme est souvent tres “irrégulier”.

— Le Périodogramme moyenné : le signal est découpé en segments de longueur N, un spectre est
estimé par calcul du périodogramme sur chacun des segments, puis et on effectue les moyennes des
estimées correspondantes du spectre

2

g kﬂ _ lpill E]x[n+p6]672iﬂkn/N (327)
N Pp:ON n=0
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FIGURE 3.12 — Quelques exemples de fenétres couramment utilisées pour 1’estimation spectrale

Le spectre estimé correspondant est généralement plus “lisse", mais souffre de biais introduit par
I’utilisation d’une fenétre rectangulaire.

— Le Périodogramme de Welch : il est similaire au périodogramme moyenné, a ceci pres que des
fenétres sont utilisées pour la segmentation, au lieu de la fenétre rectangulaire. En notant 4 € R" la
fenétre, on définit cette fois

2

S <k”> _1 Pi Ni h[n+ p8)x[n+ p&le 2™ n/N| (3.28)
N Pp:O n=0

Le périodogramme de Welch est plus lisse que le périodogramme classique, et le biais introduit par la
fenétre rectangulaire est réduit quand une autre fenétre est utilisée (voir la Figure 3.12 pour quelques
fenétres classiques).

Cependant, le périodogramme de Welch (et dans une moindre mesure le périodogramme moyenné)
demande de choisir avec soin quelques parametres, notamment la fenétre et la taille de celle-ci, ainsi
que le degré de recouvrement des fenétres. La régularité du périodogramme dépend de ces parametres.

L’estimation spectrale est un préalable a la plupart des tiches de traitement du signal. Nous allons
Iillustrer dans le cas de signaux ECG.

On représente dans les Figures 3.13 et 3.14 le périodogramme et le périodogramme de Welch d’un
enregistrement EEG (deux capteurs, MLII et Vs, échantillonnage a 1 = 360Hz). Comme on pouvait s’y
attendre, le périodogramme est peu lisible, trés bruité. On peut toutefois y remarquer la présence de pics a
des fréquences multiples de 60Hz (qui est la fréquence du courant électrique domestique aux USA). On peut
également voir que les basses fréquences sont dominantes, ce qui peut €tre interprété comme le signe d’une
ligne de base, qu’on cherchera a éliminer ou en tous cas atténuer.

Le périodogramme de Welch (calculé avec des valeurs par défaut des parametres ) est beaucoup plus lisse.
On y retrouve la dominance des basses fréquences (avec deux fréquences particulieres), et on y retrouve
aussi les pics correspondant aux fréquences du courant domestique, qui ont elles aussi été lissées.

e) (Estimation spectrale)
Les signaux sont issus de la base de données mitdb. On dispose ici de deux capteurs, on a extrait environ 4,5 minutes

d’enregistrement. Le périodogramme (et la version réduite) a été obtenu en par les instructions suivantes

freqs,Px = signal.periodogram(sigs,fs=fs,axis=0)

plt.semilogy (freqgs,Px)

plt.xlabel(’Frequency (Hz)’)

plt.grid(which=’both’, axis=’both’)

plt.show()

lowfreqs_ind = np.where(freqs<10)
lowfreqs_ind = lowfreqs_ind[0]

lowfreqs = fregs[lowfreqs_ind]
plt.semilogy (lowfreqs,Px[lowfreqs_ind,:])
plt.grid(which=’both’, axis=’both’)
plt.xlabel(’Frequency (Hz)’)

plt.show()
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FIGURE 3.13 — Périodogramme d’un enregistrement ECG (4 minutes environ, 2 capteurs, échantillonné a
360 Hz). Gauche : spectre complet. Droite : zoom sur la bande de fréquence 0-10 Hz
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FIGURE 3.14 — Périodogramme de Welch d’un enregistrement ECG (4 minutes environ, 2 capteurs, échan-
tillonné a 360 Hz). Gauche : spectre complet. Droite : zoom sur la bande de fréquence 0-50 Hz

Pour obtenir le périodogramme de Welch on a utilisé les instructions suivantes
fregs,Wx = signal.welch(sigs,fs=fs,nfft=L/10,axis=0)
plt.semilogy(freqs,Wx)
plt.grid(which=’both’, axis=’both’)
plt.xlabel(’Frequency (Hz)’)
plt.show()

lowfreqs_ind = np.where(freqs<50)
lowfregs_ind = lowfreqs_ind[0]

lowfreqs = freqs[lowfreqgs_ind]
plt.semilogy (lowfreqgs,Wx[lowfreqs_ind])
plt.grid(which=’both’, axis=’both’)
plt.show()

3.2.2 Suppression de la ligne de base : fillrage passe-haut

Revenons tout d’abord sur le probleme abordé dans I’exemple 3.2, c’est a dire la correction de ligne de
base. Dans cet exemple, elle était abordée en deux étapes : tout d’abord un lissage fournissait une estimée de
la ligne de base, qui était ensuite soustraite du signal. On va ici faire directement un filtrage passe-haut, en
utilisant un filtre de Butterworth défini par

(1—w)*
(I—=w)+k(1+w)L”’

A(v)|* =W (w) = (3.29)

ol w =cos(2wv/n), et olt k copntrole la fréquence de coupure (comparer a (3.25) pour le filtre passe-bas
correspondant).
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FIGURE 3.15 — Périodogramme d’un enregistrement ECG apres filtrages. Gauche : filtrage passe-haut
éliminant les fréquences inférieures a 0.3 Hz. Droite : Filtrage a encoche éliminant les fréquences multiples
de 60 Hz (courant électrique domestique)

La Figure 3.15 (gauche) représente le périodogramme du signal filtré passe haut; on peut y voir que les
tres basses fréquences ont été éliminées.

@ (Filtrage passe-haut)

Ces résultats ont été obtenus via les instructions suivantes. On a choisi un filtre d’ordre 10 et une fréquence de
coupure de 0.3 Hz. Compte tenu de I’ordre du filtre, il a été généré sous format sos (second order section, qui est une
forme factorisée) qui assure davantage de stabilité.

f_stop = .3

filt_ord = 10

sos_hp = signal.butter(filt_ord, f_stop, ’hp’, fs=fs, output=’sos’)
sigs_filteredl = signal.sosfilt(sos_hp, sub_sigs,axis=0)

Suppression de lignes spectrales 60Hz : filire & encoche

Un filtre a encoche est un filtre dont I’objectif est de supprimer ou atténuer une bande de fréquence étroite,
généralement une ligne spectrale centrée sur une fréquence donnée, et de largeur donnée (telle que celles qui
apparaissent sur les ECG vers 60Hz, 120 Hz et dans une moindre mesure 180 Hz). Ils sont principalement
déterminés par les zéros de la fonction de transfert, qui se trouvent sur le cercle complexe de rayon 1 et
correspondent donc a des zéros de A(V).

Un exemple classique de filtre a encoche est donné par la fonction de transfert

l+az ' +772

= 2. 3.30
T 1 (o2 e lal< (3.30)

H(z)

Le nombre a caractérise la fréquence a filtrer, via la relation

Vo = Nacos (—g)

et € caractérise la largeur de bande. Un exemple est donné en Figure 3.2.3. On voit que les zéros sont bien
localisés sur le cercle unité, alors que les poles sont a I’intérieur. Plus les pdles sont proches du cercle unité
plus la bande de fréquence supprimée autour de la fréquence de coupure est étroite.

On représente en Figure 3.15 (graphe de droite) le périodogramme du signal ECG analysé dans cette
section, apres trois filtrages a encoche permettant de supprimer la ligne spectrale a 60 Hz ainsi que deux
harmoniques. On voit que ces lignes ont effectivement disparu du spectre estimé.

g) (Filtrage a encoche)

Les fréquences a supprimer sont la fréquence fondamentale 60Hz, ainsi que les deux harmoniques a 120Hz et 180Hz.
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FIGURE 3.16 — Réponse fréquentielle (gauche) et zéros et poles (droite) d’un filtre a encoche.

f_cut = 60

b,a = signal.iirnotch(f_cut,Q=f_cut,fs=fs)

sigs_filtered2 = signal.lfilter(b,a,sigs_filteredl,axis=0)
f_cut = 120

b,a = signal.iirnotch(f_cut,Q=f_cut,fs=fs)

sigs_filtered2 = signal.lfilter(b,a,sigs_filtered2,axis=0)
f_cut = 180

b,a = signal.iirnotch(f_cut,Q=f_cut,fs=fs)

sigs_filtered2 = signal.lfilter(b,a,sigs_filtered2,axis=0)

Temps-fréquence, ondelettes

Les signaux ECG sont intrinsequement stationnaires (le rythme cardiaque est susceptible de varier au
cours du temps, soit de fagcon lente et réguliere lors de phases d’effort ou de retour au repos par exemple),
soit de facon plus abrupte. I1 est donc naturel d’utiliser des méthodes permettant de tracer de telles variations.

L’analyse temps-fréquence et ses variantes offrent un cadre naturel a ces approches.

Transformation de Fourier a court terme, spectrogramme

L’idée la plus simple est de localiser la transformée de Fourier. Une facon de faire cela est d’utiliser une
fenétre pour localiser le signal au voisinage d’un instant d’intérét, avant de calculer la transformée de Fourier.
En faisant glisser, ou coulisser la fenétre le long de I’axe temporel, on obtient une analyse de Fourier en tout
instant. Ce que 1’on obtient dépend évidemment de 1’outil d’analyse, ici la fenétre.

Le cas des sighaux de longueur infinie
On décrit tout d’abord la TFCT dans le cas de signaux de longueur infinie. Dans ce cas, le domaine
temporel est Z, et le domaine fréquentiel est I’intervalle [—1 /2,71 /2].

Définition 3.4 — Transformation de Fourier & court terme (TFCT/STFT). Soit g € /%(7Z) une fenétre
(c’est a dire un signal régulier, localisé au voisinage de I’instant ¢ = 0, tel que représenté dans la
Figure 3.12). La transformée de Fourier 2 court terme de x € ¢>(Z) est la fonction de deux variables VX
donnée par

Vox[v,n) = Y x[(]g[t —n]e 2V =m/n

(=0

Le nombre (complexe) ¥,x[v,n] décrit donc le contenu de x au voisinage de la fréquence v et de I’échantillon
n. On représente généralement cette fonction de deux variables par une image, appelée spectrogramme, qui
encode son module (ou le logarithme de celui-ci) par un code de couleurs ou un niveau de gris.

On va maintenant voir ce que signifie cette notion de voisinage, et I’importance de la fenétre dans cette
notion.
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Remarque 3.14 — Atomes temps-fréquence. 1. Une autre interprétation importante fait interve-
nir ce que I’on appellera atomes temps-fréquence gy ), définis par

(vl = g[t —n)?™E=/m 3.31)
on a en effet
Vex[V,n] = (x,8(v.n)) » (3.32)

cette interprétation sera importante pour la suite. Des exemples d’atomes STFT sont tracés dans la
figure 3.17.

2. On a déja vu que l